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a Método de elementos finitos en un modelo simple
@ Anadlisis lineal con elementos finitos
@ Anadlisis no lineal con elementos finitos
@ Analisis dindmico con elementos finitos

e Método de elementos finitos en multifisica
@ Un problema multifisico en MEMS
@ Modelado con elementos finitos
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Q Método de elementos finitos en un modelo simple
@ Andlisis lineal con elementos finitos
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Un problema elemental

Célculo estatico de una pieza

Descripcion del problema

@ Geometria

@ Ley constitutiva

@ Cargas

@ Restricciones cinematicas
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Formulacién del problema estéatico

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacion clasica (ecuacion de equilibrio)
@ Equilibrio de fuerzas:

—dive = —pg€3 enQ

@ Ley constitutiva:
o = o(e(U))
@ Cargas y restricciones cinematicas:
=F enl; (cargas contacto)
=0 en I, (caras libres)
i=0 en 3 (cara empotrada/fijada)
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacién del problema estético (lI)

Formulacién variacional (principio trabajos virtuales)

V: campos de desplazamientos admisibles
(energia finita + restricciones cinematicas)

/U(e(ﬁ)):e"”(\T)dQ:—/pgég-VdQ—l—/ F -vdS
Q Q My

YVev

Forma abstracta del principio de los trabajos virtuales

Encontrar U en V tal que

a(i,v)=1(V) VveV
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estatico lineal

Hipotesis de analisis lineal

@ Hipotesis de pequefios desplazamientos y deformaciones
(linealidad geométrica)

@ Hipotesis de comportamiento elastico lineal
(linealidad material)

-

Ley de comportamiento lineal
@ Elasticidad lineal: o(e(U)) = Ce(U)
@ Pequenos desplazamientos: coordenadas eulerianas

@ Pequefias deformaciones: ¢(t) = ¢"(i) = 3(Du + (Du)")

ot
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Método de elementos finitos en un modelo simple

Andlisis lineal con elementos finitos
Anal

o lineal con elementos finitos
Anal

sis dinamico con elementos

Analisis estatico con elementos finitos

Elaboracion de un modelo de elementos finitos
1 Generacién de mallado de pieza

2 Hipétesis campos de desplazamiento (V, C V)

3 Ensamblado de matriz de rigidez y vector de carga
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Obtencion de un modelo de elementos finitos

Formulacién variacional (Principio trabajos virtuales)

Encontrar U € V tal que

/a(e(a));e'i”(V)dQ:—/pgég.VdQ+/ F . vdsS
Q Q r

YVev

Ley de comportamiento

Elasticidad lineal + pequefios desplazamientos y
deformaciones:

o(e()) = CM(0)
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Obtencion de un modelo de elementos finitos (cont.)

Campo de desplazamiento en modelo de elementos finitos
N
Uh =) Ui
j=1
Principio trabajos virtuales:

Encontrar {Gj}[\_, (desplazamientos nodales) tal que
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacion abstracta del analisis estatico

Principio de los trabajos virtuales: caso continuo

Encontrar U € V tal que

a(i,v)=1(V) VveV
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. - ) Andlisis lineal con elementos finitos
Método de elementos finitos en un modelo simple X X a - o
Anélisis no lineal con elementos finitos

Anélisis dinamico con elementos finitos

Analisis estatico con MEF

Modelo de elementos de finitos

Ku=f

REEEE
VAV AR AR

@ K: matriz de rigidez
@ f: vector de cargas

2 o 2 Vil o
ANINININS

<A
e (nodales)
Rl
0 @ u: vector de desplazam
<hec] . . .
L Fig. 4 (nodales)
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Resolucion de modelo de elementos finitos

Resolucion del sistema de ecuaciones
@ matriz K simétrica y definida positiva
@ en practica: matriz K grande y hueca
@ método (multi)frontal (p.e. UMFPACK)

Tratamiento de restricciones cinematicas
@ penalizacién / stiff spring
@ eliminacion

@ multiplicadores de Lagrange (reacciones)
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Q Método de elementos finitos en un modelo simple

@ Anadlisis no lineal con elementos finitos
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Formulacion del problema estéatico no lineal

Método de elementos finitos en un modelo simple

Ley de comportamiento o = o(e(U))
@ no linealidad material (elast. no lineal, plasticidad, etc.)
dependencia no lineal o(¢)
@ no linealidad geométrica (grandes desplaz. / deformac.)
tensor de deformaciones ¢(t) no lineal

Problemas con grandes desplazamientos
Formulacién con coordenadas lagrangianas
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Modelo de elementos finitos en analisis no lineal

Campo de desplazamientos en modelo de elementos finitos

Principio de los trabajos virtuales (caso discreto)

Encontrar {G;}I, (desplazamientos nodales) tal que

/ Zu,gp,) n(G)dQ :—/ngég,-gBidQ—Ir/rlf-gBidS
1

Vie{1,2,...
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Analisis estatico MEF no lineal

Método de elementos finitos en un modelo simple

Modelo de elementos finitos

Encontrar U tal que

F(a)=f
donde:
@ F({): balance de fuerzas internas (F (i) # K )
o f: fuerzas externas (sobre nodos)

>

Linealizacion del modelo de elementos finitos

Silu ~UpyF esregular:

F () ~ F (o) + DF (io)(0 — o)

A\
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Resolucion de modelo elementos finitos no lineal

Resolucién con método de Newton

1 Se toma Uy cerca de solucion:
2 Se itera hasta convergencia:

— —

Dﬁ(Jn)(Un+l - Un
——

-

Iteracion del método de Newton

@ ensamblado de matriz de rigidez tangente
@ ensamblado de vector de cargas desequilibradas
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Resolucion de modelo elementos finitos no lineal

(cont.)

Mejora (local) de robustez de Newton

@ Se combina direcciéon con maximo descenso (de residuo)
@ Se ajusta paso (line search)

DF (Gn)dn = f — F(Un)

Un+1 = Un + 7nGn

>

Mejora (global) de robustez de Newton

@ carga incremental
@ métodos de continuacion (longitud de arco)
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dindmico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Q Método de elementos finitos en un modelo simple

@ Analisis dindmico con elementos finitos
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dindmico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis dinamico con modelos de elementos finitos

Descripcion de un problema dinamico

@ Geometria
@ Ley constitutiva
@ Cargas (temporales)

@ Restricciones
cinematicas
(temporales)
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dindmico con elementos finitos

Formulacién del problema dindmico

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacién clasica (ecuacién de equilibrio)

@ Ecuacion dinamica

62
PoE dive = —pg€s enQ

@ Ley constitutiva: o = o(e(U))
@ Cargas y restricciones cinematicas:

on = (t) enl; (cargas contacto)
ofi =0 enl, (caras libres)
G=0 en 3 (cara empotrada/fijada)

@ Condiciones iniciales: G(,t) = Uy 20(-,t) = Vo
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dindmico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacién del problema dinamico (cont.)

Formulacién variacional

Encontrar U(-,t) € V tal que

2
‘gz Va2 + [ a(e() : "(¥)d -

/pFW?dQ-I—/ F.VvdS VvVeV Vte(0,T)
Q r

con condiciones iniciales

.

Observacion

En pequefios desplazamientos: €2 independiente del tiempo

2= 2
ZTS-\TdQ 32/“ vdQ
Q
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anélisis no lineal con elementos finitos
Anélisis dindmico con elementos finitos

Analisis dinamico con MEF (1)

Método de elementos finitos en un modelo simple

Campo de desplazamientos en modelo de elementos finitos

Encontrar {Gj(t)}\, tal que

d?y; =
Z dt21 /anj'ﬁdmr/ Z”JSOJ e go.)dQ——/ngeg-<;idQ4

Vie{1,2,...N} Vte(0,T

~—

con condiciones iniciales
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neal con elementos finitos
o lineal con elementos finitos
Anélisis dindmico con elementos finitos

Analisis dinamico con MEF (l11)

Método de elementos finitos en un modelo simple

Modelo elementos finitos dinamico

Modelo de elem. finitos:

2
M%T;‘ + F(u) =f(t)
u(0) = ug

du
at

0) = vo
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Un problema multifisico en MEMS

Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

e Método de elementos finitos en multifisica
@ Un problema multifisico en MEMS
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico

kel electro-thermal actuator (MEMS)

Sin tension eléctrica
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecéanico (ll)

Guckel electro-thermal actuator (MEMS)

@ problema eléctrico

@ problema térmico
(disipacién Joule)

@ problema mecénico
(tensiones térmicas)
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Un problema multifisico en MEMS

Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

e Método de elementos finitos en multifisica

@ Modelado con elementos finitos
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (lll)

Problema eléctrico

div(keVV) =0

e o
(S V=0 en borna -

—5
\ \—==3 V =V en borna +
keVV-i=0  enresto
Modelo de elementos finitos
Kth = be
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Un problema multifisico en MEMS
Modelado con elementos finitos

Método de elementos finitos en multifisica

Actuador microelectromecanico (1V)

Problema térmico

—div(kVT) = qy

. Te- con gy = ke||VV|[?

—
—k¢SL = h(T — Taie) resto

borna -

Modelo de elementos finitos

KiTh = be(Vh)
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (V)

Problema mecanico

borna + _dIVU B f

- cone(l) = C Lo — T — Tyep)l
\ \ e G=0 bornas

e =0
oh =0 resto

borna -

Modelo de elementos finitos

KmUn = bm(Th)
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (VI)

Modelo de elementos finitos completo

modelo eléctrico KeVh = be
modelo térmico KiTh = bt(Vh)
moddelo mecanico Knup = by (Th)

-
Estrategia de resolucion

Resolucion (segregada) secuencial
@ se calcula potencial V}, en modelo eléctrico
@ se calcula temperatura T, en modelo térmico
@ se calcula desplazamiento u, en modelo mecanico
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (VII)

Modelo mas realista
conductividad eléctrica dependiente de temperatura

Modelo de elementos finitos completo

modelo eléctrico  Ke(Th)Vh = be
modelo térmico KiTh = bt(Vh)
modelo mecanico Knup = bm(Th)
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecéanico (VIII)

Problema termo-eléctrico

modelo eléctrico  Ke(Th)Vh = be
modelo térmico KT = by(Vy)

Resolucion segregada

Estimaciones iniciales: V y T?

Resolver hasta convergencia:
1 Calcular V"** en modelo eléctrico: Ke(T)V, ™ = be
2 Calcular TM** en modelo térmico: K T = by(V 1)
3 En caso preciso volver a [1]

M. Meis y F. Varas Sesion 1. Simulacién numérica multifisica



Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (I1X)

Resolucion global

Estimaciones iniciales: V y T?
Resolver hasta convergencia:

1 Calcular V"' y T en modelo termo-eléctrico (Newton)

Ke(T)  DrKe(TMV{ vt —vp
—Dy, br (V) Ky Tt 1o
_ [ Ke (TMV] + be
—Kr T+ br (V)
2 En caso preciso volver a [1]
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