5.5.1 Globalizacién por busqueda lineal

En los métodos con busqueda lineal los iterantes se generan, en el caso mas
simple, por la recurrencia siguiente:

Tpt1 = Tp + agdy,

donde dj es una direcciéon de IR™ y a4 es un paso determinado de manera
que decrezca una funcién de mérito.

Vamos a considerar un problema cuadrdtico mas general que (PQT)
de manera que incluya las versiones cuasi-newtonianas de la programacion
secuencial cuadratica: el hessiano del lagrangiano se reemplaza por una
matriz By. El problema cuadratico en d se transforma en:

min V f(xy)'d + %dtBkd
cr(zg) + Ar(zg)d =0 (8)
cp(ry) + Ap(zp)d <0,

Se supondra que dj, verifica las condiciones de optimalidad de de primer
orden que se escriben para un multiplicador )\kPQ

Bydy + A(zp)'AL9 = =V f(2)

(ﬁk + AD(fEk)dk <0
A p >
(/\k; )o(ep(xk) + Ap(ax)) =0

La determinacién del paso oy es compleja y es todavia objeto de inves-
tigacion. El principio es el siguiente: Se busca aj de manera que x;,; haga
decrecer una funciéon de mérito del problema. Por ejemplo se puede tomar:

O, = f(a) + ollc(2)”|
y buscar que se cumpla al menos:

O (Tr1) < O5(x1)

(
)
(

Como se verd es necesario ser mas exigente que eso. Por otra parte habria
que precisar la evolucién de las variables A\,. Ciertos autores hacen una
busqueda lineal en A utilizando una funcién de mérito primal-dual. Otros
autores proponen simplemente:

Aes1 = A+ a( A9 — Ap)
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Para que 0, pueda ser utilizada como funcion de mérito midiendo el
progreso alcanzado desplazandose a lo largo de dj, es necesario que dj, sea
una direccién de descenso de 6, en xy:

(9:7 (l‘k, dk) <0
Si By es definida positiva y se ajusta o de manera que en cada iteracion:
PQ
or = [|A |l

entonces dg, solucién estacionaria del problema cuadratico, es una direccion
de descenso de 6,, en x. Como asintéticamente se debe tener o > || A\*|| para
que 6, sea una funcién de penalizacion exacta, los algoritmos mantienen la
desigualdad anterior en cada iteraciéon mediante reglas adecuadas. Para una
constante & > 0 se adaptara el factor de penalizacién de manera que:

° 0 > H)\I}QH +0
e cxiste un indice ky tal que Vk > k;

op-1 > [ Npoll + 6 = on = 044

e {0} acotada = o se modifica un niimero finito de veces

Vamos a especificar ahora una desigualdad forzando el decrecimiento de 6,, .
Elegiremos la condicion de Armijo siguiente: encontrar a > 0 tal que para
w € (0,0.5) se cumpla:

o+ ad, €Q y Oy (v + ardy) < 0,, (1) +wallg

. . 1 /4 . 7
La exigencia w < 5 %€ deduce de razones teéricas. El valor de Ay deberia

ser idealmente 0/ (xy, d;) pero como esta derivada direccional no se puede
calcular facilmente se elige el mayorante:

Ay = Vf(@)tdy — olle(x)#]| = —diBrdy — (A, °)" = olle(z)# ||

que cumple 0’ (zy, di) < Ay < 0.

52



5.5.2 Programacién secuencial cuadratica cuasi-newtoniana

Recordemos que, localmente, la programacién cuadratica sucesiva calcula
un desplazamiento dj en x resolviendo el problema cuadratico en d siguiente:

min V f(zx)'d + 3d'V2 (), \i)d
cr(zy) + Ar(zg)d =0 9)
cp(ag) + Ap(zr)d <0

En la versiéon cuasi-newtoniana del algoritmo, By es una matriz simétrica
definida positiva, puesta al diapor la formula BFGS utilizando dos vectores
Vi ¥ O a determinar en IR". Parece razonable que By aproxime el hessiano
del lagrangiano; por tanto, se puede elegir 7, = 74 (variacién del gradiente
del lagrangiano cuando x varia), y tomar, para dy el desplazamiento en x:

= V@1, A\ ©) = VU, A 9)

En 7% se ha fijado el multiplicador al valor )\kPQ, que es mas proximo a
A* que Ay

Serfa necesario poder realizar la condicién (y£)!6, > 0 (que asegura la
conservacion del cardcter definido positivo de By), eligiendo bien xj ;.

Es natural elegir z;,; a lo largo de dj haciendo una busqueda lineal
para hacer decrecer una funcién de mérito. Sin embargo, es posible que
el lagrangiano tenga una curvatura negativa sobre {zy + ady / o € R},
es decir, puede ocurrir que (”yf;)ték < 0 con xpy1 = o + apdy sea cual sea
oy > 0.

Para resolver esta dificultad Powell propone calcular v modificando 7;
cuando el producto (v;)!d; no sea suficientemente positivo. En primer lugar
se determina un paso a4 a lo largo de dj de manera que se haga decrecer
una funcién de mérito (por ejemplo la funcién de penalizacién de Han) lo
que da el iterante siguiente xj,; = x + apdy. Se definen después i y 6y,
como antes y se elige 7y, como una combinacién convexa de i v By

donde:
= 0t B0
“=1 0s kR
0k Bror — (71,) 0k
Para modificar 7%, 1o menos posible (y retener por tanto la mayor informacién
del problema) se elige el pardmetro # tan grande como se pueda en [0, 1]
asegurandose de que se cumpla:

en otro caso

Por ultimo se actualiza By con la férmula BFGS utilizando 4. Esta
técnica se conoce con el nombre de correccién de Powell.
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Se puede dar un algoritmo que resuma todo esto:
DESCRIPCION DE UNA ITERACION DEL ALGORITMO

Al comienzo de la iteracién se conoce el iterante (zx, Ay) y una matriz
By, simétrica definida positiva, aproximacion del hessiano del lagrangiano.
La finalidad de la iteraciéon es dar un nuevo valor a estas tres variables.

1. Calcular la tinica solucién primal-dual (d, /\kPQ) del problema cuadratico
tangente:

min V f(z¥)d + 1d'Byd
cp(rh) + Ap(2¥)d =0 (10)
cr(a®) + Ar(a*)d <0,

2. Preparacién de la busqueda lineal: adaptar el factor de penalizacion
o de manera que se tenga:

ar > [[Npoll + 7, (11)

donde & > 0 es una constante “pequena”’. Las reglas de actualizacion
seran:

Primera iteracion:

Se elige

g = max(,/eps, [[A1]|/100) y o1 = ||\ + T,

para eps igual al valor del € del ordenador.

[teraciones siguientes:

Podemos aumentar el valor de o para satisfacer (11), pero puede o-
currir que sea muy “grande” para hacer la busqueda lineal. Entonces
hacemos:

si o1 < I\l + 0,

o = max(15 op_y, | AL9] + 7);
sino, si o > L1(|\9] + ),
o = (o1 + || Apoll +7)/2;

si no
O = Of—1-

o4



3. Busqueda lineal: encontrar un paso oy de manera que se verifique la
condicién de Armijo sobre la funcién de penalizacién de Han ©,(z) =
f(@) +olle(z)?]:

O, (r + ady) < O4(xy) + waly
donde w € (0,0.5) es dado y
Ay, = —(di)' Bdy, + (A ) (i) — on (i) 7|

4. Hacer xpy 1 = o + apdi v A1 = Mg + ak()\kPQ — )\k)

5. Calcular:
Op = Tpy1 — Tg
vE = V(P AL9) — V(2 AL9)
W = 07 + (1 — 0) Bydy,
donde
1 t si (v1)'0r > 0.25% Byoy
0= { 0.8 5in§:B_k((sl;£)t5k en otro caso

Calcular Byyq por la férmula de BFGS:

Bkékélthk X ”Yk%tg

Bps1 = By —
k+1 k 5T Broy L5
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