OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

En optimizacién sin restricciones se minimiza una funcién objetivo que de-
pende de variables reales sin restricciones sobre los valores de esas variables. La
formulacion matematica es:

(OSR) { I:f;{l /()

donde f es una funcion suficientemente regular.
Caracterizaciéon de un minimo
. Qué es una solucion?
Un punto ©* es un MINIMO GLOBAL si f(z*) < f(x) para todo x € R".
Sin embargo el minimo global puede ser dificil de encontrar pues nuestro conocimiento

de f es usualmente local. La mayoria de los algoritmos calculan minimos lo-
cales que son puntos en los que se alcanza el menor valor de f en su entorno.
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Figure 1: Ejemplos de minimos: x1 minimo global, x5 minimo local estricto, x3 minimo local no estricto

Formalmente:

Un punto * es un MINIMO LOCAL si existe un entorno N de z* tal que
f(x*) < f(x) para todo x € N.



Hay funciones con muchos minimos locales. Es generalmente dificil encontrar el
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. Cémo reconocer un minimo local?

Si la funcion f es suficientemente regular existen modos eficientes y practicos
de identificar minimos locales. En particular si f es dos veces diferenciable puede
decirse si * es un minimo local examinando su gradiente V f(2*) y su hessiano

V2 f(x*).

En concreto:

e CONDICION NECESARIA DE PRIMER ORDEN:

St x* es un minimo local y [ es continuamente diferenciable en un en-
torno abierto de x*, entonces V f(x*) = 0. (z* punto estacionario)

e CONDICIONES NECESARIAS DE SEGUNDO ORDEN:

Si x* es un minimo local y V*f es continua en un entorno abierto de
z*, entonces V f(x*) =0 y V2f(x*) es semidefinida positiva.



e CONDICIONES SUFICIENTES DE SEGUNDO ORDEN:

Si V2f es continua en un entorno abierto de x*, V f(z*) = 0 y V2 f(z*)
es definida positiva, entonces x* es un minimo local estricto de f.

Las condiciones suficientes no son necesarias. Un ejemplo simple esta dado por
la funcién f(x) = x* para la que el punto z* = 0 es un minimo local estricto y
sin embargo su hessiano es nulo (y por tanto no definido positivo).

Cuando la funcion objetivo es convexa, los minimos locales y globales son
faciles de caracterizar:

Cuando f es convexa, cualquier minimo local x* es un minimo global de
f. St ademds f es diferenciable, entonces cualquier punto estacionario x*
es un minimo global de f.

EJEMPLO:

f(x1,29) = 33% + 35% +ar1Ty + T + 229 =

—s(ma) (25)(0)+ (1) (D)
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Figure 2: Caso a =1
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En este caso el hessiano es definido positivo si y solo si 4 — a? > 0 o equiv-
alentemente, || < 2. En este caso existe un minimo y es unico (ver Figura

2).
Si |a| = 2 el hessiano es semidefinido positivo: podria existir minimo o no. En
este caso concreto no existe dicho minimo pues para o = 2 y a = —2 el sistema;
201 + axy + 1 0
Vf(ry, ze) = —
f( b 2) (2$2—|—O£$1—|—2) (O)

es incompatible (ver Figura 3).

Por dltimo, si |a| > 2 el hessiano es indefinido y no existe minimo aunque s
puntos silla (ver Figura 4).
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Figure 3: Caso aa = —2



Figure 4: Caso o =6



Problemas no regulares

Existen muchos problemas interesantes en los que las funciones involucradas
pueden ser no diferenciables e incluso discontinuas.

e Sila funcion esta formada por unos pocos trozos regulares con discontinuidades
entre los trozos, puede ser posible encontrar el minimo analizando cada trozo
por separado.

e Si la funcién es continua en todo punto pero es no diferenciable en ciertos
puntos, puede identificarse la solucion analizando los subgradientes, o los
gradientes generalizados que son una generalizacion del concepto de gradiente
al caso no regular.

Una vision de conjunto de los algoritmos

e Se considera solo el caso regular.

e Todos los algoritmos para minimizacion sin restricciones necesitan que el
usuario suministre un punto inicial, que se denotara por x.
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e Comenzando en x, los algoritmos de optimizaciéon generan una sucesion {xy}
que terminan cuando el algoritmo no puede progresar mas o cuando parece
que un punto solucion se ha aproximado con precision suficiente.

e Para decidir como pasar de un iterante xj al siguiente los algoritmos utilizan
informacion sobre f y sus derivadas en el iterante x; o incluso de todos los
iterantes anteriores xg, x1, ..., Tr_1, Tk.

Existen dos estrategias fundamentales para pasar de un iterante a
otro. La mayoria de los algoritmos siguen alguna de estas estrategias.

Dos estrategias: Busqueda de linea y Region de confianza

e Bisqueda de linea:

— el algoritmo elige una direccion dj,
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— busca a lo largo de esa direccién desde el iterante actual a un nuevo iterante
con un menor valor de la funcién objetivo

— la distancia que debe moverse el iterante puede encontrarse resolviendo de
manera aproximada el siguiente problema de minimizacién unidimensional
que consiste en encontrar un paso t tal que:

min f(.il?k + tdk)
t>0

50) |

(Resolviendo exactamente este problema se obtendria el mayor ben-
eficio, pero hacerlo es caro e innecesario pues el objetivo final es la
optimizacion de f y no la de f(xp + tdy).)

— en cada nuevo punto se calcula una nueva direccion de busqueda y un
nuevo paso y se repite el proceso.

e Region de confianza:

— se construye una funcién modelo my(z) cuyo comportamiento cerca del
iterante actual x; es similar al de la funcion objetivo f.
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— como el modelo my, puede no ser una buena aproximacion de f cuando x
esta lejos de xy, restringimos la busqueda de un 6ptimo de my en alguna
region en torno a xy. Es decir encontramos el candidato dj resolviendo
de manera aproximada el siguiente subproblema:

min my(zy + d)

) donde xj + d esta dentro de la regién de confianza

— Si la solucion candidata no produce un decrecimiento suficiente en f se
concluye que la region de confianza es demasiado grande y debe reducirse
para después resolver el nuevo subproblema asociado.

Direcciones de busqueda para métodos con busqueda lineal

e direccién de mayor descenso:

— Entre todas las direcciones en que podemos movernos desde . la direccion
dr = —V f(z1) es aquella a lo largo de la cual f decrece mas deprisa.

— Sin embargo si el condicionamiento de la matriz hessiana en el 6ptimo es
grande la convergencia es muy lenta.
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e direccion de Newton:

— Esta direccion se deriva de la aproximacion de Taylor de segundo orden

en f(xy + d):

flx +d) = f(zp) +d'Vf(x) + ;dtvzf(xk)d

La direccién de Newton es entonces dy = —V2f(z) 1V f(xp).

— Si el hessiano V2 f(xy,) es definido positivo, dj, es una direccién de descenso
y minimiza el modelo dado por la aproximacion de Taylor. En ese caso el
paso ideal en la busqueda lineal es 1.

— Los métodos usando la direccion de Newton son muy rapidos pero costosos
puesto que hay que calcular y almacenar el hessiano.

e direcciones de cuasi-Newton:

— Constituyen una atractiva alternativa a la direccion de Newton puesto que
no necesitan el calculo del hessiano y tienen convergencia superlineal.
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— En lugar del hessiano V2 f () utilizan una aproximacién By, que se actua-
liza en cada paso usando los gradientes de f en esa iteracion y la anterior.
La direccién es entonces dj, = — By 'V f(xy).

e métodos no lineales de gradiente conjugado: en este caso la direccion
tiene la forma dy = —V f(xy) + Brdy_1, donde B es un escalar que asegura
que dj v dj_1 son conjugados.

Modelos para métodos con region de confianza

El modelo en un método de region de confianza esta usualmente definido por
una funcion cuadratica de la forma;

mk(xk + Cl) = f(:lfk;) + dtVf(xk) + ;dtBkd

donde la matriz By, es, o bien el hessiano V?f(x},), o alguna aproximacion de
éste.
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e S5i B, = 0 y se define la regién de confianza utilizando la norma euclidea, el
problema de region de confianza es:

{ min f(zp) + d'V f(x) sujeto a ||d|| < Ay

d

Puede calcularse directamente la soluciéon de este problema y tiene la forma

ARV ()
IV F ()

Este es un simple paso de descenso en el que la longitud del paso esta deter-

d =

minado por el radio de la region de confianza; la busqueda lineal y la region
de confianza son esencialmente lo mismo en este caso.

e Un algoritmo de region de confianza mas interesante se obtiene eligiendo
By, como el hessiano VZf(x;) en el modelo cuadrdtico. Como se tiene la
restriccion de la region de confianza ||d|| < Ay no es necesario que V2 f(xy)
sea definido positivo pues se tiene asegurada la existencia de una solucion dj.
Este método llamado método de Newton con regién de confianza
es muy eficiente en la practica.
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e Si la matriz Bj en el modelo cuadratico se define con una aproximacion
cuasi-Newton se obtiene un método cuasi-Newton con regién de con-
fianza.

Un algoritmo general de descenso

Se desea resolver numéricamente el problema

(OSR) { T&? /()

bajo la hipotesis de regularidad:
(H1) f es continuamente diferenciable.
Se dice que la direccién d de IR" es una direcciéon de descenso en x si

f(x +td) < f(xr) parat positivo suficientemente pequeno
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Una condicién suficiente para que d sea una direccion de descenso es que se
verifique

Vf(x)d<0

Una gran parte de los algoritmos estan basados en la eleccion de una direccion
de descenso y de un paso t que asegure un decrecimiento suficiente de la funcion
objetivo.

METODO DE DESCENSO (ALGORITMO A1)

1. Elegir xg € R", k = 0.
2. 51 Vf(xr) =0, PARAR.
3. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(z1)|| < €, € pequeno dado)

e si se verifica, PARAR

e si no se verifica, continuar
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Figure 5: Direcciones de descenso en «

4. Elegir una direccién de descenso dy.
5. Elegir un paso t;, > 0 verificando f(xy + trdy) < f(z)
6. Hacer zp 1 = xp +tidp, E =k +1eira?2

e Hay métodos de descenso que no se pueden considerar dentro del algo-
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ritmo Al. FEste es el caso, por ejemplo de los métodos con region de
confianza.

e Se obtienen algoritmos especificos precisando en Al las reglas de eleccion
de dy. y 1.

e La convergencia serd dudosa si di tiende a ser normal a V f(zy). Para
evitar eso puede pedirse la hipotesis:

(H2) Eziste o > 0, tal que V f(xp)'dy < —a||de||[|V f(zr)]].

Reglas de bisqueda lineal

Vamos a suponer que ya se ha elegido una buena direccién de descenso (en las
secciones siguientes veremos como hacer esto).

Nuestro problema es ahora cémo calcular el paso. Para ello conocemos:

e 1, punto de partida de la busqueda lineal

e d, direccion de descenso
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e una funcién de mérito q(t) = f(z + td) (notemos que ¢'(0) = V f(x)'d < 0
pues d es una direccién de descenso)

ESQUEMA GENERAL DE LA BUSQUEDA LINEAL

Debe construirse un test con 3 salidas tal que, dado ¢ > 0, responda si:

(a) t es adecuado
(b) t es demasiado grande

(¢) t es demasiado pequeno

Este test se define segun el valor de ¢() y eventualmente de ¢'(t).

EJEMPLO:
Un ejemplo muy simple, y no muy bueno, es el siguiente:
Se define el test con:

(a) si ¢'(t) = 0 (¢ parece adecuado pues es un punto estacionario)
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(b) si¢'(t) > 0 (t es demasiado grande pues el argumento que hace minimo ¢(t)
deberia ser mas pequeno que t)

(c) si¢'(t) < 0 (t es demasiado pequeno pues el argumento que hace minimo ¢q(t)
deberfa ser mas grande que t)

Hay algo que no marcha en este ejemplo: la propiedad ¢'(t) = 0 no asegura
en general que q(t) < q(0), es decir, un paso adecuado segun este test no
tendria porque producir un descenso en el valor de f.

Llamaremos t, a un paso t demasiado pequeno y t, a uno demasiado grande.
Para inicializar el algoritmo haremos ¢, = 0, pero también se inicializa t, = 0 (esto
indica que aun no se ha encontrado un paso demasiado grande, podria iniciarse
t, = 400 pero esto carece de sentido en el ordenador).

Una vez elegido el test (a), (b), (c) el algoritmo esquematico de bisqueda
lineal seré:

Etapa 0 Se parte de t > 0 dado y se inicializan ¢, = 0y t, = 0.
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Etapa 1 Se prueba t:

e si t cumple (a), se termina.
e si t cumple (D), se hace t, =t y se va a la etapa 2.

e si t cumple (c), se hace t, =t y se va a la etapa 2.

Etapa 2

e 5i no se ha encontrado ningin ¢, se calcula un nuevo ¢t > t, (EXTRA-
POLACION: supongamos que no disponemos de cota supertor. Se
quiere que t, sea claramente mas grande que t, entonces hacemos
ty =at con a>1 fijado.). Se hace t =t,.

e Sise tiene un ¢, (i.e. t; # 0) se calcula un nuevo t € (t,,t,) (INTERPO-
LACION: Si se tiene ya un t, debe encontrarse un nuevo t netamente
entre t, y t,. Lo mds simple es hacer:

by + 1,
T
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es decir una interpolacion por dicotomia (la longitud de confianza se
divide por 2).

Una alternativa mas adecuada es utilizar una técnica de interpolacion
cubica (ver F. BONNANS et al.). ). Se hacet =t,.

e Se vuelve a la etapa 1.
La eleccion del ¢ inicial en la etapa 0 no concierne a la busqueda lineal. Debe

ser inicializado por el algoritmo de optimizacion.

La busqueda lineal es entonces una sucesion de reducciones del intervalo de con-
fianza [t,,t,] eventualmente precedido de una sucesion de extrapolaciones mien-
tras t, = 0.

Vamos a dar algunas reglas para definir (a), (b), (¢).

Esta claro que no es adecuado elegir un t cercano al éptimo (pues la biisqueda
lineal serfa muy larga) y realmente sélo estamos interesados en reducir el valor de

f.

Las reglas que veremos son las de Wolfe, Goldstein-Price y Armijo.
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Regla de Wolfe Es el método que parece mas inteligente. Se eligen 0 < m; <
my < 1y los casos (a), (b), (¢) se definen como:

(a) si q(t) < q(0) + mqtq'(0) (paso suficientemente pequeno para tener de-
scenso) y ¢'(t) > msq'(0) (paso no demasiado pequeno, para que el algo-
ritmo no se ralentice), entonces el paso es adecuado y se termina.

(b) siq(t) > q(0)4+m4tq'(0) entonces t, =t (el paso ¢ es demasiado grande).

(c) st q(t) < q(0) +matq'(0) v ¢'(t) < maq'(0) entonces t, =t (el paso t es
demasiado pequeno).

La interpretacion es la siguiente, se pide por una parte que f descienda sufi-
cientemente y por otra parte la derivada debe aumentar lo bastante para que
Tj41 NO sea excesivamente proximo a xy (lo cual darfa lugar a un método
muy lento).
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Figure 6: Regla de Wolfe
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Regla de Goldstein-Price

Para funcionar la regla de Wolfe necesita conocer ¢'(t), es decir conocer
V f(xyp + tdy)

para cada ensayo de un paso t y esto puede ser muy costoso en la practica.

La regla de Goldstein-Price es una regla alternativa que evita este problema.
Se eligen 0 < my < my < 1y los casos (a), (b), (¢) se definen como:

(a) si q(t) < q(0) + mqtq'(0) (paso suficientemente pequeno para tener de-
scenso) v q(t) > q(0) + matq'(0) (paso no demasiado pequeno, para que
el algoritmo no se ralentice), entonces el paso es adecuado y se termina.

(b) siq(t) > q(0) +mqtq’(0) entonces t, =t (el paso ¢ es demasiado grande).

() siq(t) < q(0)+matq (0) entonces t, = t (el paso t es demasiado pequeno).
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Figure 7: Regla de Armijo

Regla de Armijo Esta regla es un poco especial pues no declara ningin ¢ como
demasiado pequeno y de hecho no se extrapola nunca. Se elige 0 < m; < 1
y los casos (a), (b), (¢) se definen como:

(a) si q(t) < q(0) + mqtq'(0) (paso suficientemente pequeno para tener de-
scenso), entonces el paso es adecuado y se termina.

(b) siq(t) > q(0) +mqtq’(0) entonces t, =t (el paso t es demasiado grande).
(¢) nunca
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Otra escritura, mas facil de programar, de la regla de Armijo es la sigu-
rente:

e Se elige s >0, B €(0,1), e € (0,1).

e Se hace p =0 y se comprueba si:

q(B's) < q(0) + B"seq'(0)

si se cumple se hace t = BPs y si no se cumple se hace p=p+1 y se
repite la comprobacion anterior.

NOTA SOBRE LA ELECCION DE LAS CONSTANTES:

Cualquiera que sea la regla que se utiliza conviene elegir el coeficiente de de-
scenso my < 0.5 y en la regla de Goldstein conviene elegir ms > 0.5
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Algoritmo de gradiente

Es un método de descenso en el que se elige d* = —V f(x}.).

e Parece interesante por sus simplicidad y por el hecho de que si se elige como
producto escalar en IR" el producto euclideo, la direccion de mayor descenso

en x es —V f(xy).

e Si f de clase C? y el método de gradiente con paso éptimo (conocido como
método de mayor descenso) converge hacia un punto = que verifica las
condiciones suficientes de optimalidad de segundo orden, entonces el método
tiene una tasa de convergencia lineal.

e Si el condicionamiento de la matriz hessiana en el éptimo es muy grande la
convergencia es muy lenta.

e La utilidad del algoritmo de gradiente es realmente servir de base a otros
métodos mas eficaces.
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e Senalemos también que el método de gradiente con paso constante converge,
para un paso suficientemente pequeno, bajo las condiciones:

Vf(z) es lipschitzianay (V f(z1) — V f(z2))(x1 — x2) > al|z1 — 22]|* con
a > 0.

Condicionamiento
Supongamos que se hace un cambio de variable lineal:

z(y)=Ay 6 yla)=A"'z
y se define:

hy) = f(z(y)) = f(Ay)

Minimizar h respecto a y equivale a minimizar f respecto a x en el sentido
de que los optimos son los mismos. Pero esta equivalencia es enganosa y falsa
numéricamente. Aplicando la regla de la cadena el gradiente de h esta dado por
la formula:

Vh(y) = A'V f(Ay)
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Entonces senalemos lo siguiente:

e partiendo de un = dado el método de gradiente aplicado a f genera el iterante
siguiente de la forma:

ry =z —tVf(r)

e partiendo de y = A~ 'z, el método de gradiente aplicado a h genera el iterante
siguiente de la forma:

yp =y — tAV f(x)

al que corresponde:

7y = Alys) = Aly — tA'V f(x) = 7 — tAA'Y f(z)

es decir el efecto del cambio de variable viene a ser multiplicar las direcciones
por AA" (lo que cambia todo salvo en el caso de que A sea ortogonal).

Utilizando esto pueden encontrarse cambios de variables adecuados de manera
que los métodos de gradiente se comporten lo mejor posible.
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Esto es lo que se llama un precondicionamiento.

El precondicionamiento mas simple es el diagonal que lo que hace es ajustar
los factores de escala:

Se toma y; = — para ¢ = 1,...,n y se minimiza con respecto a la variable y.
i
Se tiene una gran ventaja en tomar como z; una amplitud nominal de los z; lo

que hace que los y; no tengan dimension.
Método de Newton y variantes

La resolucion de un problema de minimizacion sin restricciones implica en par-
ticular la resolucion del sistema de n ecuaciones con n incégnitas:

Vf(x)=0

Reciprocamente, si Z verifica Vf(Z) = 0 y si la matriz V2f(Z) es definida
positiva, & es un minimo local de f.

Puede entonces aplicarse el método de Newton para resolver el sistema no lineal
V f(z) = 0. Dado un iterante x el nuevo iterante x es solucion de:
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V() + Vif(a)(@s —2) =0

entonces, si V2f(z) es inversible, z, estd dado por:

vy =2 — (Vif(2) 'V f(z)
En concreto el algoritmo construye la sucesién {z;} definida de la manera
sigulente:

Algoritmo de Newton

1. Elegir xg € R", k= 0.
2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(zk)|| < €, € pequeno dado)

e si se verifica, PARAR

e si no se verifica, continuar
3. Calcular la direccién de Newton di solucién del sistema lineal:
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VA f(a)dy = =V f ()

4 xpy=ap+dY k=k+1 Ira2

e La gran ventaja del método de Newton es que converge muy deprisa;

Si f es de clase C? y su hessiano es definido positivo en un entorno
de & entonces la convergencia del método de Newton es superlineal. St
ademas f es de clase C® entonces la convergencia es cuadrdtica.

e Sin embargo esto no implica la convergencia global del método de Newton.
De hecho los inconvenientes del método de Newton son bien conocidos:

— en general diverge violentamente

35



— ademas, es necesario calcular el hessiano, y despues resolver un sistema,
lo que es costoso y lento

Método de Newton discreto

En algunos casos el célculo exacto de V2 f(z) es imposible o demasiado cos-
toso pero se puede obtener una aproximacion, que llamaremos H(x), por
diferencias finitas sobre V f.

El algoritmo anterior se extiende sustituyendo V2f(z) por H(x). Para eval-
uar H(x) basta calcular:

Vfr+ae)— V)
Q
donde e; es el i-ésimo vector de una base y a es pequeno.

, 1=1,....n

Sin embargo si n es grande, el calculo de n gradientes es costoso. En ciertos
casos, se pueden calcular los elementos de H(x) en menos de n iteraciones
eligiendo de manera astuta las direcciones e;.
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Factorizacion incompleta del hessiano

El método de Newton necesita, en cada iteracion, la resolucion del sistema
lineal:

Vi f(z)d = =V f(x)
Cuando n es grande esto puede presentar dificultades por culpa de:

1. ltmitaciones de memoria, pues el almacenamiento del hessiano necesita
n(n+ 1)

2
2. errores numéricos en la resolucion del sistema lineal por un método di-

posiciones.

recto

Si el tamano de memoria es insuficiente se puede efectuar una factorizacion
incompleta de V2f(x).
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Resoluciéon incompleta de la ecuaciéon de Newton

Si la resolucion exacta de la ecuacion de Newton es costoso, se puede contentar
uno con el resultado obtenido despues de algunas iteraciones de la resolucion
de esta ecuacion por un método iterativo (el método de gradiente conjugado,
por ejemplo).

Si el punto de partida para el gradiente conjugado es dy = —V f(x), las
direcciones siguientes {d1, ..., d;} son direcciones de descenso, intermedias,
entre —V f(x) y la direccion de Newton,

Los métodos vistos hasta ahora son localmente convergentes.
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Vamos a ver como definir métodos globalmente convergentes que tengan las
propiedades del método de Newton en un entorno del punto.

Presentaremos un método con regién de confianza y los métodos
cuasi-Newton.

Método de Newton con regién de confianza

Sea x dado, conociendo V f(zq) y V2 f(z0) se tiene una aproximacién cuadratica

de f:

q(x) = flzo) + V f(0) (2 — x0) + ;(m — 20)'V* f(20)(x — 20)

que realiza una buena aproximacion de f en un entorno de x.

Si 0 > 0 es pequeno , y si V f(xg) # 0, la solucion y € IR" del problema:
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ming(y), sujeto a |ly — zol|* <6
verificara f(y) < f(xo).

Ademss si ¢ es grande y si V2 f(zg) es definido positivo
y — a0 = —(V° f(20)) "V f(20)

que es la direccion de Newton.

Para ajustar 0 se puede comparar el decrecimiento previsto por el modelo
cuadratico con el decrecimiento real de f.

Un ejemplo sencillo es el siguiente:

Algoritmo con region de confianza del modelo cuadratico

1. Elegir zyp € R" , k =0y dq iniciales. Sean ny, 1o, 1, Y2 tales que 0 < my <
o <1,0<y <1 <.

2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(xy)|| < €, € pequeno dado)
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e si se verifica, PARAR

e si no se verifica, continuar

3. Definir qu(z) = f(zx) + V(2@ — 1) + ~(z — 21)'V2F(22) (3 — 22)

2
fxr) — flyr)

4. Caleular y;, solucién de min g (y), sujeto a ||y—xp||> < 6r v Ry =

fxr) — a(yr)

5. Si Ry < m (decrecimiento real demasiado pequenio con respecto al decreci-
miento previsto por el modelo cuadratico), actualizar o, = 10 e ir a 4

6. Si Ry > n, actualizar xp.1 = yp.

7. Si, ademas Ry > 1, entonces el modelo es bueno y la region puede expandirse,
y por tanto se hace: 0 = Y20%

8.0p1=0r, k=k+1 Ira2.

Métodos cuasi-Newton

Ya se ha comentado que la resolucion del problema de optimizacion:
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(OSR) { min, f(z)

se puede reducir a la resolucién de la ecuacion V f(x) = 0, para lo cual es 1til
disponer del hessiano V2 f(x) o de una aproximacion.

Fijemos & y supongamos conocida una aproximacién de V2 f(z), que denotare-
mos por B. Sea Z € IR" un punto préximo a x y supongamos conocidos V f(z)

y Vf(z).

; Permite esta informacion deducir de B una mejor aproximacion B del hessiano

Vif(z)?

A

Si definimos s = 2 —z ey = Vf(2) — Vf(z) es natural imponer como
condicion sobre B:

Es:y.

Esta ecuacion se llama ecuacion de cuasi-Newton.
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Se veran diferentes formulas del tipo B= O (B, y, s) compatibles con la condicion
anterior.
Esto permitira desarrollar los algoritmos de métrica variable del tipo
sigulente:

1. Elegir xyp € IR" y By matriz n X n definida positiva ; k = 0.
2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(zk)|| < €, € pequeno dado)

e si se verifica, PARAR

e si no se verifica, continuar

3. Calcular la direccién de busqueda dj como solucion del sistema lineal:

(B)dr = =V f(zy)
4. Calcular t; > 0 por una regla de busqueda lineal adecuada.

Hacer xp,1 = xp + trdy.

5. Calcular By = ®(By, Y, Sg) , con S = X1 — Tk, € Y = V[ (Tpi1) —
Vf(xy). Hacer k =k +1. Ira 2.
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Férmula de Broyden y formula simétrica de rango 1

Una primera idea es decir que si z € R" verifica s’z = 0, no hay ninguna
informacion sobre V2 f(z)z. Parece entonces razonable imponer:

Bz = Bz, Vz € R™ tal que s'z = 0.

Esta relacion y la ecuacion de cuasi-Newton determinan de manera tnica B:

N — Bs)st
B-p4+ WD)

9

sts
conocida como formula de Broyden.

Senalemos que la B asi obtenida no es en general simétrica.

La férmula simétrica de rango 1 (obtenida con una correccién de rango 1 de la
formula anterior) es:

~ o, (y—Bs)(y— Bs)
B=DB+ =B
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Férmula de Powell simétrica Broyden (PSB)

Deseamos encontrar una matriz B simétrica, tan proxima como sea posible a B,
que verifique la ecuacién de cuasi-Newton. Una formulacion posible del problema
es la siguiente:

min HB — B
(PB) { B simétrica y tal que Bs = y.

La solucion de este problema depende de la norma matricial elegida. Si se elige
la norma de Frobenius:

| Bl r = [tr(BtB)]l/Q _ [i 2”: B'2.]1/2

i=1j=1
la inica solucién del problema viene dada por el siguiente resultado:

La solucion unica del problema (PB) asociada a la norma de Frobenius
viene dada por la férmula PSB:

(y — Bs)s' +s(y — Bs)!  s'(y — Bs)
— ss'.
sts (sts)?
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Observacion: La norma de Frobenius no siempre esta bien adaptada al prob-
lema. Por ejemplo, sin =2y

Hia) =0 = () ).

0 1

la matriz:

104 0
B_( 0 104>

es mucho més préxima a V2 f(x) que la identidad y, sin embargo, también conduce
a un problema mal condicionado, ya que:

1 0
1 o
B H(:U)-(O 104>.
Férmula de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

Sea W una matriz simétrica, definida positiva. Se introduce para el problema

(PB) la norma:
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IBllw.r = [WBW||r

Es interesante elegir una matriz W préxima a H(z)~"/2.

Por supuesto, V2f(Z) es desconocido , por tanto es légico imponer:

W2s =y.

Esta condicion basta para determinar B de manera tnica:

Sea W una matriz simétrica, definida positiva verificando W~2%s = vy. La

solucion del problema (PB) asociada a la norma matricial || . ||wr viene
dada por la féormula DFP:

(y — Bs)y' +y(y — Bs)'  s'(y—Bs) ,
t o oYY
sty (sty)

Bprp =B+

Férmula de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

Como la iteracion de un método de métrica variable se escribe:

Thi1 = T — tp(By) "V f ()
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se puede, en lugar de aproximar V2f(z) por B, aproximar (V2f(z))~! por una
matriz M.

Esta matriz debe cumplir la ecuacion de cuasi-Newton inversa:

My = s.

Todos los métodos descritos anteriormente para la aproximacion del hessiano
tienen su analogo para la aproximacion de la inversa del hessiano: basta reem-
plazar B por M y permutar s e y.

En particular, el analogo a DFP, llamado BFGS, esta dado por la formula:

(s — My)s' +s(s = My)'  y'(s—My) ,

M =M + .
BFGS Sty (Sty)2 SS

Sea B=M"1y B =M1 Puede comprobarse que B se obtiene de B por la
relacion:

yy!  Bss'B

B — B+ .

Damos ahora un resultado sobre la conservacion del caracter definido positivo
por las férmulas DFP y BFGS:

48



Sea B una matriz simétrica, definida positiva. Entonces las matrices
Bprp vy Beras son definidas positivas si y sélo si sty > 0.

Convergencia de los métodos cuasi-Newton

Hemos visto que la conservacién del cardcter definido positivo necesita (s )y >
0, es decir, (V f(z11) — Vf(zp))'d,. > 0. Esta condicién se verifica automédtica-
mente para una busqueda lineal de tipo Wolfe, que parece bien adaptada a los
métodos de cuasi-Newton:

Sea f una funcién conveza de clase C? tal que el conjunto:

S=Az/ flx) < flzo)}
estd acotado y sea By una matriz definida positiva. El algoritmo de métrica
variable My, = (B},)™!, donde By, es calculado por la férmula de BFGS, vy

49



donde el paso t;. se fija por las condiciones de Wolfe, converge hacia una
solucion x del problema.

Si ademds V*f(z) es definida positiva y si V2f(x) es localmente lips-
chitziana, entonces x, — T superlinealmente.
Métodos de gradiente conjugado

Gradiente conjugado para un criterio cuadratico

Se considera el problema

1
PC { min f(z) = —2'Ax — b'x
) { min, /(@) = ;
donde A es una matriz n x n, simétrica, definida positiva y b es un vector de IR".

Suponemos conocidos n vectores dy, . . ., d,, linealmente independientes y con-

jugados, es decir tales que:

dAd; =0, sik#j

Expresado en la base de los {d;} el problema se transforma en
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{ min 3 Sdt Adyi — i
weR"iZ12 " g
donde z, es la k-ésima componente de x sobre la base de los {d;} y donde b es
un vector de R” tal que b = b'd;..

Entonces el problema (PC) se descompone en n problemas independientes triv-

lales.

Algoritmo de direcciones conjugadas

1. Elegir {vy, ..., v,} vectores independientes de IR", z1 dado, d; = vy, k = 1.
2. Calcular t;, = arg It1’1>1(1)’l flxy + tdy).
Hacer x4 = xp + trpdy

3.51 k+1=n+1PARAR. En otro caso, calcular:

k
dj41 = Vg1 + Zl Chit1jd;
j:
con
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o= (V@) = V(@)
o d5(V f(xj1) — Vf(z))

Hacer kK = k4 1 y volver a 2.

j=1,...k

Senalemos que el calculo de las direcciones conjugadas no necesita el conocimiento
explicito de A. Basta poder calcular el gradiente en un punto.

El caso particular del algoritmo anterior cuando vy = —V f(xy) se llama
método de gradiente conjugado. Naturalmente si Vf(x;) = 0 el algo-
ritmo se para. Si V f(xp) # 0 se puede senalar que se ha minimizado f en el
hiperplano generado por las & — 1 direcciones d; que es idéntico al hiperplano
generado por las k — 1 direcciones V f(x;). El algoritmo de gradiente conjugado
aplicado a las funciones cuadraticas esta dado por:

Algoritmo de gradiente conjugado (CG1)

1. Eleglr Xy, d1 = —Vf($1> Si d1 = O, PARAR. k = 1.
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2. Calcular ¢, = arg IP>161 [y + tdy).
Hacer xp11 = xp + trpdy

3.5Mk+1=n+1 6 Vf(zr) =0, PARAR. En otro caso, calcular:

IV f(@ps)]]?
IV f(z)|?

dis1 = =V f(Tp41) + dy,

Hacer k = k + 1 y volver a 2.

Como la funcién es cuadratica el paso optimo se calcula como sigue: Se
define la funcion de mérito

q(t) = f(zv +td) = f(z) +tVf(x)'d+ t;d’fAd

Para minimizar ¢(t) basta entonces calcular d'Ad pues ¢(t) alcanza su valor
minimo en
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_Vf(=)'d

b= =g Ad

NOTA:

La convergencia del método de gradiente conjugado es mucho mejor que
la del método de gradiente con paso optimo.

Caso de criterios no cuadraticos

El algoritmo de gradiente conjugado puede extenderse a una funcion objetivo
no cuadratico. Existen varias maneras, equivalentes en el caso cuadratico, de
definir la direccién de descenso. Las dos mas conocidas son:

Método de Fletcher-Reeves

b o + IV

IV f(zra)|l?

di—1
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Método de Polak-Ribiére

V[ (@) (V f(og) — V f(2p1))
IV f (1)

dp = —Vf<$k;) -+ di_1

En este caso es muy costoso calcular un paso ¢t 6éptimo. Como la condicion
de conjugacion necesita V f(xpy1)'dy = 0, se tomard en la bisqueda lineal una
condicion del tipo:

|Vf(£lfk; + tdk)tdk’ < €1|Vf(afk)tdk|

f(:l]k + tdk) S f(SCk) + €2tVf(£Uk>tdk
con e = 107* y ¢; € [0.1,0.9).

Con estas condiciones en la busqueda lineal se tiene el siguiente resultado de
convergencia:

Si el hessiano V2 f(x) es definido positivo y sus valores propios estdn en
Ams An] con 0 < N\, < Ay < 400, entonces el algoritmo de Polak-Ribiére
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asociado a una busqueda lineal exacta con o sin redireccionamiento verifica
que existe o > 0 tal que:

Vf(r) de < —alldi||[|V f ()|

En consecuencia la sucesion generada por el algoritmo converge hacia la
solucion x del problema.

El algoritmo de Polak-Ribiere tiene mejores propiedades numéricas que el de
Fletcher-Reeves.

Métodos cuasi-Newton con memoria limitada

Vamos a analizar una familia de métodos generalizando, de una manera difer-
ente, el algoritmo de gradiente conjugado.

El método de cuasi-Newton mas usado, llamado BFGS, es de la forma:

Thy1 = Tp + rdy

o6



dr. = =B, 'V f(xy)

siendo la matriz By una estimacion del hessiano de f en x; obtenida por la
formula iterativa:

(Z) Bi = P(Bi-1,Yr-1, k1)
con Sg—1 = T — Th—1, Y—1 = Vf(il?k:) - Vf(xk—l) y
yy' Bss'B

(B - B
(B,y,s) Ty $Bs

e Un método cuasi-Newton con memoria limitada se obtiene reem-
plazando (Z) por

By = ®(Dy—1, Yi—1, Sk—1)

donde Dj;_; es una matriz de complejidad reducida tal que el calculo de By
sea rapido y no necesite mucho almacenamiento.

e Por ejemplo, si Dy es la identidad (el método se dice sin memoria)
se obtiene:
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t t
Ye—1Yr—1  Sk—15k1
t t

Sk—1Yk—1  Skp—-15k—1

B, =1+

De esta manera el calculo de la nueva direccion sélo necesita operaciones
sencillas y el almacenamiento de dos vectores. Asi, el método es aplicable a
problemas de gran tamano.

e [istos métodos estan estrechamente relacionados con los algoritmos de gra-
diente conjugado:
Por ejemplo, si D1 es laidentidad y la bisqueda lineal es exacta, el algoritmo

sin memoria es el algoritmo de gradiente conjugado de Polak-Ribiére.

e La ventaja de los algoritmos cuasi-Newton sin memoria respecto al gradiente
conjugado es que no necesitan una regla de bisqueda lineal costosa (se utilizan
con la regla de Wolfe que asegura que By, es definida positiva).
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Minimos cuadrados no lineales

Vamos a exponer algunos algoritmos de resolucién del problema de minimos
cuadrados no lineales:

(MC) { min f(z) = r(z)'r(x)/2

zelR"
siendo 7 : R" — R, r(z) = (ri(x),...,ry(z))".
EJEMPLO:
Se intenta encontrar una curva que ajuste algunas medidas v, ..., ¥y, de una
senal tomadas en los tiempos t1,...,t,. Desde los datos y el conocimiento de

la aplicacién, se deduce que la senal tiene un comportamiento exponencial y
oscilatorio, y se elige modelarlo por la funcion:

O(t,x) =x1 + wae~ (B30T 4 g cos(xgt)

Los numeros reales z;, ¢ = 1,...,6 son los parametros del modelo. Se desea
seleccionarlos de manera que los valores del modelo ®(¢;,z) ajusten los datos
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observados y; tanto como sea posible. Para establecer el objetivo como un pro-
blema de optimizacién, se definen los residuos

que miden la discrepancia entre el modelo y los datos observados. La estimacion

de x se obtendra resolviendo el problema:

Recordemos que:

V(@) = ¥ ri(@) Vi)

]

Vif(x) = éVTi(a:)Vn-(as)t + éri(a:)vzm(az)

Vamos a introducir, para simplificar la notacion, la matriz p X n

Vri(x)
Alz) = :
Vrp(@t
Un calculo elemental da:
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V2 f(x) = Alz) A(z) + é () V()

Método de Gauss-Newton

Un medio simple de obtener un modelo local (alrededor de un punto x) de f
es linealizar la funcién de entrada-salida r(z). El modelo de f asi obtenido es
cuadratico y su minimizacién permite el calculo de un nuevo punto.

En concreto el algoritmo construye la sucesion {x;} definida de la manera
siguiente:

Algoritmo de Gauss-Newton

1. Elegir xg € R", k= 0.
2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(xy)|| < €, € pequeno dado)

e si se verifica, PARAR
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e si no se verifica, continuar

3. Calcular la direccién de Gauss-Newton d$V solucién del problema:

1
min Pi(d) =

p 1
2 (rilw) + Vri(ay)'d)? = 5l Al@e)d + r(xy)|
aclR" -

DO |

4 app=ap +dSY L k=k+1. Ira?2

e Cada iteracion del algoritmo de GN implica entonces la resolucion de un pro-
blema de minimos cuadrados lineales que tendra una solucién tunica si y sélo
si se verifica la hipotesis siguiente:

A(xy) es inyectiva.

e Senalemos que si p = n y si A(zy) es inyectiva (por tanto inversible) entonces

d$N es solucién de:

r(zg) + A(zg)d, = 0
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e [l método de Gauss-Newton se reduce entonces al método de Newton aplicado
a la ecuacién r(x) = 0. Esto nos indica que la convergencia del método de
Gauss-Newton sera como mucho local.

e Siel residuo () es pequeno (errores de modelado y de medidas débiles) y si el
punto de partida es bueno, el método de Gauss-Newton converge rapidamente.

Vamos a ver tres procedimientos que permiten globalizar el algoritmo de Gauss-
Newton.

Métodos con busqueda lineal
Consisten simplemente en efectuar una busqueda lineal en la direccion de Gauss-

Newton.

Algoritmo de Gauss-Newton con biusqueda lineal

1. Elegir xg € R" , k= 0.
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2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(zk)|| < €, € pequeno dado)
e si se verifica, PARAR

e si no se verifica, continuar
3. Calcular la direccién de Gauss-Newton d$*.

4. Busqueda lineal: Calcular ¢, > 0 tal que

f(xk -+ tkde.N) < f($k>
D. T :xk—i—tkdgN ,k=k+1 Ira?2.

El algoritmo tiene sentido si " es una direccién de descenso de f. Si
A(xy) es inyectiva esto es cierto pues:

V flar)di™ = || Az)di ™ |

Método de Levenberg-Marquardt

Es un caso particular de los métodos de region de confianza. El principio del
algoritmo es entonces el siguiente:
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Algoritmo de Levenberg-Marquardt

1. Elegir xp € R" |, k= 0.
2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(z1)|| < €, € pequeno dado)

e si se verifica, PARAR

e si no se verifica, continuar

3. Calcular di™ solucién del problema:

1
min O (d) ; 2HdH2 < O
delR"

4. Si f(xy + dEM) < f(2¥) se verifica hacer

LM
dj;

Tpil = T + , SN0 Tpy1 = T

5. Actualizar d,. Hacer k =k + 1. Ir a 2.
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Aqui Py es el modelo de Gauss-Newton. La puesta al dia de d; se hace como
en el caso general de los métodos con region de confianza. También se puede
obtener convergencia global imponiendo hip6tesis sobre A(xy).

Métodos penalizando el desplazamiento

El algoritmo es idéntico al de Levenberg-Marquardt pero la etapa 1 se reemplaza
por:

Calcular df solucién de

A
min ®(d) + 7| d]*
delR"

donde el coeficiente de penalizacién A* se aumenta si 2, +di no es sensiblemente
mejor que Iy, en otro caso se disminuye.

Los problemas de célculo de di v de d estén estrechamente ligados.
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En efecto, como estos problemas son convexos, di™ v di’ estén caracterizados
por los sistemas de optimalidad:

Az A(zp)di™ + pdi™ = — A(xy)'r(zp)

1
P20, (o - 5 =0

Azp) Al )dE + Mpdt = — A(zp)'r(2p,)

Entonces di™ es solucién del problema penalizado si A, = 1 v, reciprocamente,

1
si se toma n = —||dL||?, dF es solucién del problema:
Ui o 1%k k

_ 1
min ) ¢ LA <
acR"

LM
dj;

En la practica es comodo calcular evaluando df para diferentes valores del

parametro Ay.
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Métodos de cuasi-Newton adaptados

1 »r
Recordemos que el hessiano del criterio f(x) := 5 > ri(z)? es la matriz:
i=1

V2 f(x) = Alz)' A(z) + é () V()

Solo el segundo término del hessiano utiliza las derivadas segundas de 7.

Los algoritmos de cuasi-Newton especializados para los problemas de minimos
cuadrados tienen, en general, como principio construir una sucesion de matrices
{B*} que sean una aproximacién del término ¥y r;(2)V2r(z).

1=

El esquema general de estos algoritmos sera entonces el siguiente:
Algoritmo de cuasi-Newton para minimos cuadrados

1. Elegir g € R" y By matriz n X n simétrica ; k = 0.

2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(xy)|| < €, € pequeno dado)
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e si se verifica, PARAR

e si no se verifica, continuar

3. Calcular d}. soluciéon de

(A(zr) A(zi) + Bi)dp = =V f(x1)
4. Calcular ¢ > 0 tal que

[y +tedy) < f(axp)

Tpt1 = Tk + rpdy

5. Calcular Byyq , k=k+1. Iral.

e Es l6gico imponer a By, que sea simétrica pues $F_y r;(x)V2r;(z) 1o es.

e Por el contrario Bj, no tiene porque ser definida positiva.

69



Ecuaciones de cuasi-Newton
Tomemos S = Tj.1 — 5. Bl problema es definir un vector y* tal que

p
; ri(zr1)V2ri(zre1) sk = yi + o(s)

Se podra entonces imponer a Bj,1 que verifique una ecuacioén de cuasi-Newton:

Byi1Sk = i

En lo que sigue se dan las principales elecciones de y; (notaremos Api; =

A(zpin), -

Se tiene SV 1i(xp41)V2ri(Tpa1)se = yr + o(sy) si se toma como 1y, uno de
los dos vectores siguientes:

Loy = Al e — Alry — (Ak1) A sk

2. Yp = (Aps1 — Ap)'ria
Escalado y calculo efectivo de By,
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Las férmulas usuales de cuasi-Newon consisten en una modificacién de rango 1
6 2 de la matriz y no pueden tener en cuenta un cambio considerable en el tamano
del residuo. Un método de cuasi-Newton con escalado es del tipo siguiente: en
cada iteracion k, se calcula oy € IR coeficiente de escalado y se hace Bk = oy, By
Después se aplica una formula de cuasi-Newton del tipo:

Bii1 = ©(By, yr, si)

Entre las formulas mas utilizadas para los problemas de minimos cuadrados es
la formula de rango 1 (debida a Wolfe):

(y — Bs)(y — Bs)'

(y — Bs)'s

Fl escalado se basa en el tamano de 7(xpy1). Se han sugerido las siguientes
elecciones:

O(B,y,s) = B+

_ (rps1)'re
O
(re)
I7%]l2
Q

= Ireall
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(sk) Yk

ap = min{1, K Yk
{ (sk)! BrSk
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