OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

Vamos a estudiar la minimizacion de funciones sujetas a restricciones sobre las variables.

Una formulacién general para este problema es:

(OCR)

min f(x
xe]R”f( )

verificando
ci(r) =0, 1<i<my
ci(x) <0, my+1<i<m;+mp

Se define el conjunto €2 de puntos admisibles como el conjunto de todos los puntos z que

satisfacen las restricciones, es decir:

Q={xeR"/ci(x) =0, 1 <i<my, ¢(x)<0, m+1<i<my+mp}



Caracterizaciéon de una solucion
Vamos a definir los distintos tipos de soluciones.
Un vector x* es una solucion global del problema (OCR) si z* € Q y f(z*) < f(x)

para x € €.

Un vector x* es una solucion local del problema (OCR) si x* € Q y existe un
entorno N de x* tal que f(x*) < f(x) para x € N N Q.

De manera analoga podemos definir:

Un vector x* es una solucion local estricta del problema (OCR) si x* € ) y existe
un entorno N de x* tal que f(x*) < f(x) para x € N NQ con x # z*.



Condiciones de optimalidad de primer orden

En un punto admisible = se dice que la restriccion de desigualdad ¢ € {m; +
1,...,m[+mD} es
= activa si¢(x) =0

= inactiva si se satisface la desigualdad estricta ¢;(x) < 0

La funcion lagrangiana para el problema de optimizacién con restricciones (OCR) se

define como:

mr+mp

lz,\) = flz)+ X Nci(x)

1—=1

El conjunto activo A(x) en cualquier punto admisible z es la unién del conjunto de los
indices correspondientes a las restricciones de igualdad con los indices de las restricciones

de desigualdad activas.



Cono tangente, cono normal y direcciones admisibles:

Dado un punto admisible x se dice que {x}} es una sucesion admisible aproximan-
do x si z; € () para k suficientemente grande y x; converge a x.

Un vector d se dice que es un vector tangente a () en un punto x si existe una sucesion
admisible {x} aproximando x y una sucesion {t;} de escalares positivos tales que :
lim 2% — g
k—o00 U1
El conjunto de todos los vectores tangentes a {2 en x se llama cono tangente en x y
se denota por To(z).

El cono normal al conjunto ¢ en el punto = € () se define como:
No(x) = {v [/ v'w <0, Yw € To(z)}

Dado un punto x y el conjunto de restricciones activas .A(x) definimos el conjunto de
direcciones admisibles linealizadas, F(z), como:

F(z)={d/d'Vei(x)=0,i=1,...,mp, dVe(z) <0, i€ Alx)N{m;+1,...,mr+mp}}



Es importante senalar que la definicion de cono tangente esta relacionada con la geometria
de €2y no con su descripcion algebraica mientras que el conjunto F(x) si depende de la
definicion las funciones de restriccion ¢;. Por ejemplo, si consideramos el problema:

min f(z) = x1 + x9
relR”

(ET)

verificando
cilz) =23 +25—-2=0

el conjunto admisible es una circunferencia centrada en el origen v de radio v/2, el cono
tangente en el punto (no éptimo) = (—+/2,0)! es el conjunto {(0,ds)! / ds € R} y, por
definicion, el conjunto de direcciones admisibles linealizadas en ese punto es:

Fla) = {d/ d'Vey(x) = (j;)t(%) _ (Z;)t(_%ﬂ) =—2\/§d1:O}={(§2> Jdy € R}

25[32

y por tanto coincide con el cono tangente.
Sin embargo, si el mismo conjunto admisible lo definimos utilizando:

c(z) = (2] +25 -2 =0



entonces, el cono tangente es el mismo (ya que geométricamente el conjunto admisible es el
mismo) pero:

.F(x)z{d/dthl(x)z(gl)t(4($%+x%_2)xl)=(Z;)t(8>=0}2132

x4+ x5 — 2)a9



Hipdtesis de cualificacion de restricciones:

Las hipdtesis de cualificacion de restricciones son condiciones bajo las cuales el conjunto
de direcciones admisibles linealizadas F(x) es similar al cono tangente Tqo(x). De hecho la
mayoria de condiciones de cualificacion aseguran que esos conjuntos sean idénticos. Estas
condiciones garantizan que el conjunto JF(x), construido linealizando en x la descripcion
algebraica del conjunto €2, capture las propiedades geométricas de €2 en el entorno de x que
estan representadas en To(z). La hipdtesis de cualificacién mas utilizada es la siguiente:

Dado el punto x y el conjunto activo A(x) decimos que se verifica la cualificacion
de independencia lineal de restricciones si el conjunto de los gradientes {Vc¢;(x), i €
A(x)} de las restricciones activas en x es linealmente independiente.

Otra hipotesis muy simple es la siguiente:

Si x € ) y todas las restricciones activas ¢; con 1 € A(x) son funciones lineales,
entonces F(x) = To(x).

La condiciéon de cualificacion de Mangasarian-Fromovitz también es muy usada:

Se dice que x verifica la condicion de cualificacion de Mangasarian-Fromouvitz st
existe w € R" tal que:

Vei(zDw =0, i=1,...,m;, Ve (a*)w <0, i € A@®)N{mr+1,...,m;+mp}

y los gradientes correspondientes a las restricciones de igualdad son linealmente indepen-
dientes.



Condiciones de optimalidad de primer orden:

En primer lugar se presenta una condicion de optimalidad que depende solo de la geo-
metria del conjunto admisible €.

Supongamos que x* es una solucion local de (OCR) entonces:

Vfa*)Yd>0, VdeT(z)

Utilizando este resultado y el lema de Farkas, se demuestra el siguiente resultado:

Supongamos que x* es una solucion local de (OCR) y que se verifica en x* la hipote-
sis anterior de cualificacion de restricciones. Entonces existe un vector de multiplica-
dores de Lagrange \* , con componentes \;, 1 <1 < mj+ mp, tal que se satisfacen
las siguientes condiciones en (x*, \*):

Vi l(x*, N) =0
ci(z*) =0, 1<i<my
ci(x*) <0, m+1<i<my+mp
AT>0, mp+1<i<mry+mp
Aei(x*) =0, 1<i<my+mp



m [istas condiciones son conocidas como las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker o condi-
ciones KKT.

= La ultima condicion se llama condicion de complementareidad e implica que los multi-
plicadores de Lagrange correspondientes a restricciones inactivas son cero.

= Un caso especial de complementareidad es el de la complementareidad estricta:

Dada una solucion local x* del problema (OCR) y un vector \* verificando las
condiciones de optimalidad de primer orden decimos que se satlisface la condicion
de complementareidad estricta si,

o bien X! o bien ¢;(z*) es cero para cada indice i, m;+1 <1< mj+mp.
En otras palabras, se tiene que \; > 0 para cada restriccion de desigualdad activa.

Esta propiedad hace mas facil a los algoritmos determinar el conjunto activo en el 6ptimo
y por tanto se acelera la convergencia.



Otras condiciones de optimalidad que no necesitan la hipotesis de cualificacion son las
condiciones de optimalidad de Fritz John:

*x

Supongamos que x* es una solucion local de (OCR). Entonces existe un escalar
Ao = 0 y un vector de multiplicadores de Lagrange \* , con componentes \;, 1 <1 <
my + mp, tal que se satisfacen las siguientes condiciones en (x*, \*):

mr+m

D
NVEE)+ X AV =0
i=1
ci(x*)=0, 1<i<my
ci(z*) <0, m+1<i<my+mp
)\;20, mr+1<i:<my;+mp

Aei(xz®) =0, 1<i<my+mp
mr+mp 9
> AT>0
i=0



EJEMPLO:
La solucion x = (—1, —1)" del problema

min_ f(x) = x1 + x9

R
(ET)

verificando
ci(x) = (23 + 25— 2)* =0

no satisface las condiciones KKT (V f(x) + A\ Ve (x) = 0 no es cierta en ese punto, pues
Vei(—1,—1) = 0) pero st las de Fritz John (basta elegir Aj = 0).

Figura 1: Ejemplos de problemas de minimizacién donde Aj = 0 en las condiciones de Fritz John



Sensibilidad

En esta seccion analizamos el significado intuitivo de los multiplicadores de Lagrange.

El valor de cada multiplicador de Lagrange A7 nos informa de la sensibilidad del valor
optimo de la funcién objetivo f(x*) respecto a la presencia de la restriccion ¢;.

Cuando se elige una restriccion inactiva ¢ € A(x*) tal que ¢;(x*) < 0, la solucién x*
y el valor de la funcién f(x*) son bastante indiferentes al hecho de que la restriccion
esté presente o no. Si perturbamos ¢; con una minuscula cantidad seguira siendo inac-
tiva y x* seguira siendo una solucion local del problema de optimizacion perturbado.
Como en este caso A7 = 0 el multiplicador de Lagrange indica que la restriccion no es
significativa.

Supongamos que, por el contrario, la restriccion ¢; sea activa y que perturbamos un
poco exigiendo por ejemplo que ¢;(x) < €||Ve;(2¥)|| en vez de ¢;(x) < 0. Supongamos
que € es suficientemente pequeno y que la solucién perturbada z*(e) todavia tiene el
mismo conjunto de restricciones activas y que los multiplicadores de Lagrange no son
muy afectados por la perturbacion. Se obtiene entonces que la familia de soluciones
x*(€) satisface:



df (z*(¢))
de

Un anadlisis de sensibilidad del problema concluira que si Af||Ve;(2*)]| es grande, enton-

= = Al Ve(@)|

ces el valor 6ptimo es sensible a la definicion de la i-ésima restriccion, mientras que si
esa cantidad es pequena la dependencia no es demasiado fuerte.



Condiciones de optimalidad de segundo orden

Dado un punto x y el conjunto de direcciones admisbles linealizadas F(x) y un vector
de multiplicadores de Lagrange \ verificando las condiciones KKT, se define el cono critico
C(x,\) como:

C(x,\) = {w e F(z) / Vei(z)w =0,
i€ Alx)n{l+my,...,mr+mp} con \; >0}

El cono critico contiene las direcciones de w € F(x) para las que

w'Vf(x) =0

pues de las condiciones KK'T se deduce:

; mr+mp ;
wVfx)=— Y MNwVex)=0
i=1
por definicién de C(x, A) y porque A; = 0 si ¢ es una restriccion de desigualdad inactiva.
Por tanto, con informacién sobre las derivadas de primer orden no sabemos si a lo largo de
las direcciones del cono critico la funcion coste crece o decrece.

= Las condiciones de segundo orden examinan los términos correspondientes a la segunda
derivada en las expansiones en serie de Taylor de las funciones f y ¢; para ver si esta
informacién extra indica si la funcion f crece o decrece.



= Como vamos a considerar derivadas de segundo orden, haremos hipdtesis de regularidad

mas fuertes. Supondremos que f y ¢, 2 =1,...,mr+mp son dos veces continuamente
diferenciables.

CONDICIONES NECESARIAS DE SEGUNDO ORDEN:

Supongamos que x* es una solucion local de (OCR) y que se verifica en x* la hipdte-
sis de cualificacion de restricciones. Sea \* un vector de multiplicadores de Lagrange
que satisfacen las condiciones KK'T. Entonces

W'V (2%, X)w >0, Yw € C(a*, \*)



Las condiciones suficientes son condiciones sobre f y ¢; que aseguran que x* es una

solucion local del problema (OCR).

CONDICIONES SUFICIENTES DE SEGUNDO ORDEN:

Supongamos que para algiun punto admisible * € IR" existe un vector de multiplica-
dores de Lagrange \* tal que se satisfacen las condiciones KKT. Supongamos también

que

W'V (2", X)w >0, Yw € C(z*,\)), w##0

Entonces, x* es una solucion local estricta para (OCR).



Programas COIIVEXO0S

Los problemas de programacion convexa son problemas de optimizacion con restricciones
en los que la funcion objetivo f es una funcion convexa y el conjunto admisible 2 es un
conjunto convexo.

En el caso convexo las soluciones locales son también soluciones globales y el conjunto
de minimos globales es convexo. Los problemas de programacion convexa se reconocen
frecuentemente por las propiedades algebraicas de las funciones c;.

Una condicion suficiente para que la region admisible €2 definida por las restricciones
en (OCR) sea convexa es que las funciones ¢; sean lineales para i = 1,... ,my y
convezxas para t=my+1,...,mp.



Programacion lineal:

Es la optimizacion de una funcién lineal sujeta a restricciones de igualdad o desigualdad
lineales.

Formas canonicas:

Los programas lineales se expresan generalmente de dos maneras:

min cx
Py zelR
verificando Ax < b, © > 0
o bien,
min cx
(PE) HAS

verificando Ax = b, x > 0
donde A € M,,xn, c € R"y b e R™.



Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el problema (P,) con restricciones de igual-
dad son:

AN +s=c

Ax =10

(IC’CT) JZZ'S@':O izl,...,n
x>0

s>0




Aplicacién de la programacion lineal

(Problema de flujo de red)

Se considera una red de transporte (sistema de oleoductos, autopista, comunicacion, . . . )
a través de la que se desea enviar una mercancia homogénea (petrdleo, coches, mensajes,
... ) desde ciertos puntos de la red, llamados nodos fuente, a otros puntos de destino de
la red, llamados nodos sumidero. Ademas de los nodos fuente y los nodos sumidero, la
red puede contener nodos intermedios, donde no hay entrada ni salida de la mercancia. Se

denota el flujo del nodo ¢ al nodo j por x;; (positivo en la direccion ¢ — j, y negativo en
otro caso).

Los principales elementos del problema de flujo de red son:

1. Datos:

G: El grafo G = (A, N) que define la red de transporte, donde N es el conjunto de
nodos y A el conjunto de enlaces

n: numero de nodos de la red

fiz el flujo de entrada (positivo) o de salida (negativo) en el nodo 4



m;;+ capacidad maxima de flujo del enlace que va del nodo ¢ al nodo j

c;j: coste de enviar una unidad del nodo % al nodo j
2. Variables:
z;;+ flujo que va del nodo 7 al nodo j.

3. Restricciones:

= En cada nodo 7 el flujo entrante equilibra al saliente. Esto se traduce en:

> wi— Y wxi=fi, YieN
{7/ (i,5)eA} {7/ (i)eA}

» Restricciones de capacidad:
—my; < xip < myj, Vi<
4. Funcién coste:

Se minimiza el coste total del transporte:

Z: Z Cijxij



Programacion lineal. Definiciones basicas

Un conjunto C' es conwvexo si para dos puntos cualesquiera x’, 2" € C, todos los puntos
de la forma (X)) = Az’ + (1 — A\)2” € C, para A € [0, 1].

N N
Se dice que x es combinacion convera de x1,...xysix = >, \jx;, donde > A\; =1 con
A >0, Vi.

Un conjunto C' C IR" es un cono si para cualquier punto x € C'y cualquier escalar no
negativo A, se verifica Ax € C.

Ejemplo: {y € R" : y = Ao, a € R", a > 0, } es el cono convexo generado por las
columnas de A.

Un punto extremo de un conjunto convexo C' es un punto x € C' que no puede expresarse
como combinacion convexa de, al menos, otros dos puntos de C'.

El conjunto H = {z € R" : a'z = 8} donde a # 0 y 8 € IR es un hiperplano.



El conjunto H = {z € R" : a'z < f} donde a # 0y B € IR es un semiespacio cerrado.

El hiperplano H asociado al semiespacio H se llama hiperplano frontera para el semies-
pacio.

El vector a de la definicién anterior es ortogonal al hiperplano H y se llama normal del
hiperplano (esta dirigido al exterior de este).

Un conjunto S, C IR" es un conjunto afin si para dos puntos cualesquiera z’, " € S,
todos los puntos de la forma x(A) = Az’ + (1 — A)x” con —oo < A < 0o estan en S,,.

Un conjunto afin S, es simplemente un subespacio lineal trasladado por un vector.

Un poliedro convexo es un conjunto formado por la interseccién de un nimero finito de
semiespacios cerrados. Si ademas es no vacio y acotado se llama politopo convexo.

Los semiespacios y los hiperplanos son convexos. Asi, como la interseccion de convexos
es convexa, los poliedros son, en efecto, conjuntos convexos.



El conjunto de soluciones admisibles de un problema de programacion lineal, que se define
como P ={x € R": Ax = b, x > 0}, es un poliedro convexo.

Los vértices de un poliedro convexo P son los puntos extremos de P.

Puntos extremos y soluciones basicas admisibles Notaremos en lo que sigue:

P={xeR": Ax =10, z > 0}

Un punto x € P es un vértice de P si y solo st las columnas de A que corresponden
a las componentes positivas (> 0) de x son linealmente independientes.

Sea B una matriz m X m no singular compuesta por m columnas linealmente indepen-
dientes de A. Si todas las componente de x no asociadas con las columnas de B, llamadas
variables no basicas, se hacen iguales a cero y el conjunto de ecuaciones lineales Ax = b
se resuelve para las restantes componentes de x, llamadas variables basicas, entonces el x
resultante se llama solucion bdsica respecto a la base B.

Si hacemos las variables no basicas iguales a cero tenemos un sistema de m ecuaciones



con m incognitas que se resuelve de manera tnica para las variables de base xp:

BQZ‘B:b

Cuando A no tiene rango maximo en filas o bien el sistema de ecuaciones lineales no tiene
solucién y P es vacio o bien alguna de las ecuaciones del sistema es redundante. En este
caso las restricciones redundantes se pueden eliminar una por una para dar un sistema de
ecuaciones reducido y una matriz de restricciones de rango maximo en filas.

Una solucion basica x con respecto a una base B se dice admastble si es no negativa
(>0).

Se deduce de lo anterior que un punto x € P es un vértice si y sélo si z es una solucién
basica admisible correspondiente a alguna base B. En consecuencia el poliedro P tiene solo
un numero finito de vértices.

Una direccion de P es un vector d € IR", d # 0, tal que para cualquier zy € P, el rayo:
{reR" :x=xy+ N, A\ >0}

esta enteramente en P.



Por tanto, PP no acotado si y solo si P tiene una direccion.
Teorema de representacion:

Cualquier x € P puede representarse de la forma x =Y \v; +d, donde {v;, i € I}
iel
es el conjunto de vértices de P, > A\, =1, \; > 0,Vi € I, y, o bien d es una direccion

icl
de P o bien d = 0.

Si P es acotado (es decir, es un politopo) entonces cualquier x € P puede representarse
como combinacion convexa de sus vértices.



Resultados fundamentales de programacion lineal
Si P es no vacio tiene al menos un vértice.

Si P es no vacio, entonces el minimo valor de z = c'z para x € P se alcanza en un
vértice de P o z no tiene cota inferior en P.

Este resultado es fundamental para resolver problemas de programacion lineal. Muestra
que so6lo necesitamos considerar vértices de P como candidatos a la solucion optima.



El método del simplex. (Dantzig, 1947)

Para resolver el problema de programacion lineal:

mfnn 2 =ca

HAS
(Pr)
verificando Ax =0, x > 0

necesitamos solo considerar los vértices del poliedro P = {z € R" : Az = b, x > 0} de
soluciones admisibles como candidatos a la solucion éptima.

MOTIVACION GEOMETRICA:

La idea es sencilla: Primero se encuentra un vértice en P . Después el método procede
vértice a vértice a lo largo de todas las aristas que se “inclinan hacia abajorespecto a la
funcién objetivo z = c'x generando una sucesién de vértices con valores de la funcién
objetivo estrictamente decrecientes. En un nimero finito de pasos se encuentra un vértice
optimo o una arista en la que z va a —o0.

Vamos a describir ahora la segunda fase del método del simplex: (es decir, suponemos
conocido un vértice de P).



DESCRIPCION DE UN PASO DEL METODO :

Supondremos que las filas de A son linealmente independientes, es decir, el rango de A
es m < n. Esto permite asegurar que puede formarse una base B a partir de las columnas
de A. Por simplicidad supondremos que las componentes del vértice x en el que estamos
(vértice actual), estan ordenadas de manera que las m primeras son bésicas:

[T ) B~1b
v TN N 0
con A= (B N)yc=(cdzcy).

Si una o mas variables basicas son cero entonces tal solucion basica se llama degenerada.

Definimos la matriz de restricciones activas:

v (27)

M es no singular pues B es no singular.

Si la solucion basica admisible es no degenerada entonces esta en la interseccion de m
hiperplanos asociados a las restricciones de igualdad Ax = b y n — m hiperplanos co-



rrespondientes al requerimiento de que las n — m variables no basicas sean cero, es decir:
IN = 0.

Si la solucion basica admisible es degenerada alguna de las variables bésicas xp son cero
y asi hay mas de n — m restricciones de no negatividad que se satisfacen como igualdad.
De esta forma x verifica mas de n ecuaciones y en consecuencia puede haber un nimero
enorme de bases asociadas a x.

Suponemos, la solucién basica admisible no degenerada:

Esto significa que hay n — m aristas de P emanando del vértice. Las direcciones de estas
aristas estan dadas por las n—m tltimas columnas de la inversa de la matriz de restricciones
activas M.

Moverse en una de estas aristas significa incrementar una de las variables no basicas
mientras el resto de las variables no basicas se mantienen iguales a cero.



El vector

—B_laq
0
~ B! —B7IN :
Uq:Mleq:( O [ )Gq_ 1
0

(g-ésima columna de M 1) es paralelo a la interseccién de los n — 1 hiperplanos linealmente
independientes correspondientes a Ax =by x. =0, k > m, k # q.
En consecuencia, 7, es una direccion admisible ya que para 6 pequeno :

x(0) =z + 0n,
es un punto admisible, pues :
rp(0) =0,k >m,k #q
z,(0) =0
rp(0) =25 — 0B a, > 0

donde a, es la columna g-ésima de A.



Ahora tenemos que buscar 1, que nos dé una direccién de descenso. Para ello vamos a
definir los costes reducidos como:

bt -l
sj=cmnj=c;—cgB a;, 7 >m.

Si s; < 0, el gradiente de z = c'a forma un dngulo obtuso con 7; y por tanto z decrece
al movernos a lo largo de esa direccion para 6 creciente.

La norma usual para elegir la arista de descenso es elegir la que haga mas negativo el
coste reducido correspondiente. Esta eleccion no es la de mayor descenso respecto a z, pues
esa seria 7, tal que:

t t
Chg . CTj
= min
[ngllz 7>mImj[2

Si definiésemos los costes reducidos, para las variables basicas serian cero y los corres-

pondientes a las variables no basicas se calculan de la forma siguiente:
" = ¢, B~! (multiplicadores)

—_—  — t. y
sj =c; —II'a;, j > m.



Dada una solucion basica admisible x cada punto y € P puede expresarse como:

n
y=x+ > ym;, y;=0,75>m,
Jj=m+1

con n; la j-ésima columna de M.

Como consecuencia de esto se tiene:

n

W) 2@ =dly—a)= S (n)y= > sy, VyeP
Jj=m+1 Jj=m+1

Como ¥ es no negativo si los costes reducidos fuesen no negativos se tendria que z(y) >
z(x), Yy € P,y como consecuencia:

Una solucion basica admisible es solucion optima del problema de programacion
lineal si todos los costes reducitdos son no negativos.

En el caso no degenerado el inverso de este resultado es cierto. Sin embargo, una solu-
cién basica degenerada puede ser optima incluso con costes reducidos negativos pues las
correspondientes direcciones de descenso pueden no ser admisibles.



Una solucién bésica admisible es la tnica solucion 6ptima si todos los costes basicos
reducidos son estrictamente positivos.

Si x es una solucion basica admisible 6ptima con costes no basicos reducidos s;, = . ..

s, = 0 entonces cualquier punto de la forma

k
Y=+ 2 Y5
1=
es tambien Optimo.
Una vez elegida una direccion de descenso 7, la siguiente iteracion del método del simplex

lleva el vértice dado al vértice adyacente que se encuentra sobre la direccion de descenso.
Esto se obtiene incrementando la variable no basica z,, es decir aumentando 6 en

z(0) =z + 0n,
hasta que una de las variables bdsicas se haga cero. Eligiendo w = B~ 'a, entonces:
x(0) >0 siysolosizp(d) =x5—0w >0

De esta forma, se tiene:



S 54 es negativo y w es no positivo, entonces el problema de programacion lineal no
estd acotado, x(0) es admisible para 6 > 0 y z(xz(0)) — —o0 si 0 — 0o. En este caso
d =n, es una direccidn con c'd = s, < 0.

Si w tiene una componente positiva, el mayor 6 que pueda tomarse manteniendo z(6) > 0

y la variable bésica x,, que se hace cero cuando 6 crece se determinan por el test:
0=z,=min{— w;>0 1<i<m}="="
W Wy

z, indica que este es el nuevo valor de la g-¢sima variable en el nuevo vértice.



ALGORITMO DEL SIMPLEX:

1. Sea una solucién basica admisible x5 correspondiente a la matriz base B = (aj, . . . a;,,)-
Sea B = {j1,...,Jm} el conjunto de indices de las variables basicas.

2. Calculamos los multiplicadores del simplex resolviendo:
BtH = CRB
para Il y calculamos los costes reducidos correspondientes a las variables no basicas:

SjICj—HtCLj VJQB

3. Comprobamos si la solucién es optima:

Sis; >0 Vj & BSTOP, la solucion es 6ptima. En otro caso, vamos al paso siguiente.

4. Determinamos la variable no basica x, que debe entrar en la base, es decir buscamos la
arista de descenso:

qeV ={jé&B:s; <0}



5. Comprobamos si hay un rayo no acotado. Para ello calculamos w resolviendo
Bw = a,

Siw < 0 STOP: existe un rayo de soluciones admisibles con 2 — —oo. En otro caso,
vamos al paso siguiente.

6. Determinamos la variable basica x;, para cambiar la base; para ello calculamos:

X; , Ly,
J — mm{ Ji
Wy W

7wi>07}

7. Actualizamos la solucion y la matriz de la base B:
a:‘ .
Ty 0= Zp
Wp
xj, < v, —Ow; 1 <i<m

B« BU{g; \ Uy}



EJEMPLO:

Min  f(x) = —bxy — 6xy4 — 9z,
sujeto a 1 + x9 + 4y + 315 = 5,
r1+ T3+ 224 + 205 = 3,

x; >0, 1=1,2,3,4,5

Vamos a desarrollar una tnica iteracion del método del simplex comenzando con B =

{5,4}, N ={2,1,3}. Entonces
3 4
5=(5)

110
N_(011)

Las componentes no basicas de x deben ser cero y las componentes basicas deben satis-



facer:

BZCB =b

0

| 0

Portantozp=1|1 |yz = (1)

2 _

2

1

Dividimos ¢ en variables basicas y no béasicas:
0
-9

CB:(_6>’CN: -5
0

Calculamos los multiplicadores del simplex II, resolviendo B'II = cp, entonces Il =

3
-9
Los costes reducidos son:
-3
SN = CN — NtH = 1
9

De esta forma entra en la base el indice 2 correspondiente a un coste reducido negativo.



Vemos ahora qué variable sale de la base, para ello resolvemos

Bw = a»

1
Como solo la segunda componente de w es positiva, saldra

—1
entonces w = )

es decir, sale la variable x.

De esta forma los nuevos conjuntos basico y no basico seran

alth

410
N_(211)

0

3 1

2 2

En consecuencia xp = B~1b = y la solucién es x = | 0
1 0

> 3

2

el segundo indice de la base,

- B={52} N={4,1,3}y




Métodos para la obtencién de un punto admisible:
Método de variables artificiales

Se plantea el problema de encontrar una soluciéon basica admisible para las restricciones:
Ar =0, >0
Se introducen las variables artificiales r = ()", de forma que
r=Axr —b

En el método de variables artificiales se supone que b > 0 (basta cambiar en A y en b el
signo de la fila para la que b; < 0). Entonces se resuelve el problema auxiliar:

m
min > 7r;
(x,r)EIRn+m =1

(PA) { verificando
Ax+1r =0,
x>0

r >0




= Si (2%, 7%) son éptimos, entonces cuando r* = 0, * es un punto admisible. Si 7* 2 0
no existe punto admisible.

= El problema (P.A) es un programa lineal en el que la matriz de coeficientes es de la
forma (A |I) y el vector coste es de la forma (0,e)" donde e = (1,...,1).

= Una solucién bésica inicial para este problema es r() = b, () = 0 y asf la matriz
base inicial es BY = I y esto es el punto de partida para la aplicacién del método del
simplex.

= Durante el cdlculo puede ocurrir que la variable artificial r; se haga no béasica (i.e. r; = 0)
y de esta forma se satisface la restriccion (Az — b); = 0. Como no debe ocurrir que 7;
vuelva a ser basica puede eliminarse del calculo y disminuir el esfuerzo computacional.



EJEMPLO:

Se busca una solucion basica admisible para el problema:

Min  f(z) = 21 + 229 + 3x3 + 4x4,

sujeto a r1+ 2o+ 23+ 714 =1,

1
x1+x3—3x4:2,

>0, i=1,23,4

Sean las variables artificiales 1 y r9 a las que llamamos x5 y 4. El problema (PA) es

en este caso:

Min f(:l?) =I5 + T
sujeto a 1+ To+ a3+ 24 + 5 = 1,
1
T+ x3 — 314 + g 257

2; >0, i=1,23456

A:(111 1 10)

La matriz es:

101 =301

Una solucion basica admisible para el problema es:



B=1{56}, N={1,234}

Is 1
B=1, ( )—B—lb—b— 1

sy =(—2,—1,-2,2)

y, en consecuencia se elige z1 para crecer y se calcula w = (1,1)" de manera que tanto x;
como g se reducen pero xg alcanza el cero antes. De esta forma 1 se hace basica:

1/2 1
w9 1 2
y Tg No basica:
1 1_0
=TT

Como la variable x¢ es artificial puede eliminarse y se resuelve un problema méas pequeno
Ccon:

B={15}, N={234

Haciendo los cédlculos se ve que x4 crece y x5 se va a cero y en consecuencia x4 se hace
basica y x5 sale de la base. Una vez eliminadas las variables artificiales se obtiene la solucion



admisible para el problema inicial:

B={1,4}, N ={23}

7

1

con (1, 9, x3,74)" = (=,0,0,=).

Otra técnica de calculo de una solucion admisible

Este método (Wolfe), permite variables negativas en la base.

El problema auxiliar en el paso k-ésimo se define como:

(PA)

l’l’ll/n+ > —x,+ D>, -1+
()R 500 irF <0
verificando
Ax +1r =0,

x; > 0, para ¢ tal que x

(F)

?

> ()



Métodos de puntos interiores

En la década de 1980 se descubrié que un gran nimero de problemas de programaciéon
lineal podia abordarse eficientemente formulandolos como problemas no lineales y resol-
viéndolos con diversas modificaciones de algoritmos no lineales tales como el método de
Newton. Una caracteristica de estos métodos es que en ellos todos los iterantes deben sa-
tisfacer las restricciones de desigualdad en el problema de manera estricta y por eso son
conocidos como métodos de puntos intertores. Hacia 1990 los métodos primales-duales de
puntos interiores se han distinguido como los mas eficientes en la practica y como competi-
dores del método del simplex sobre problemas de gran tamano.

Los métodos de puntos interiores comparten propiedades comunes que los distinguen del
método del simplex:

= Cada iteracion de un método de puntos interiores es costosa y puede suponer un signifi-
cativo avance hacia la solucion mientras que el método del simplex requiere usualmente
un elevado numero de iteraciones baratas.

= El método del simplex calcula siempre iterantes sobre la frontera del politopo admisible
hasta encontrar un 6ptimo. Los métodos de puntos interiores se aproximan a la frontera
del conjunto admisible sélo en el limite.



Métodos primales duales

Consideramos un problema de programacion lineal escrito en la forma candnica:

m]%ln c'x
re
(Pr)
verificando Ax =0, x > 0

donde A € M,,xn, c € R"y b e R™.
A este problema le asociamos la lagrangiana:

Uz, N, 8) =z + N (b— Az) — s'z
El problema (P,) se interpreta como

min sup  l(z, A, s)
relR relR™, selRE

El problema dual se obtiene invirtiendo el orden en la maximizacion/minimizacion:

MAax mf l(x, A, s)
)\E]Rm, SE]:R/Z xEIRn



Después del calculo se comprueba que el problema dual es lineal y tiene por expresion:

min —b'\
reR™

(Pp)
verificando AN +s=¢, s >0

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el problema (P.) caracterizan las soluciones
primales-duales de los problemas anteriores:

AN+ s =c

Ax =1b

(IC/CT) 562'81':0 izl,...,n
x>0

s >0

Los métodos primales-duales encuentran soluciones (z*, A*, s*) de este sistema aplicando
variantes del método de Newton a las tres igualdades en el sistema (JCIT) y modificando
las direcciones de busqueda y las longitudes de paso de manera que las desigualdades = >
0, s > 0 se satisfagan estrictamente en cada iteracion.

Para derivar métodos primales-duales reescribimos las condiciones (CKT) de forma dis-
tinta utilizando una aplicacién F : R*™ — R?*H™

)



AN +s—c
F(z,\,s)=| Ax —b =0
X Se
x>0, s>0

donde X = diag(xy, xs,...,3,), S = diag(s1,s2,...,8,) ye=(1,1,..., 1)

Los métodos primales-duales generan iterantes (z¥, A\¥, s¥) de este sistema que satisfacen
las cotas exactamente, es decir, ¥ > 0y s* > 0.

Muchos métodos de puntos interiores exigen que todos los iterantes sean estrictamente
admisibles, esto es cada (x*, \¥, s¥) debe satisfacer las restricciones lineales de igualdad para
los problemas primal y dual. Si definimos el conjunto admisible primal-dual F y el conjunto
estrictamente admisible F; como:

F={(z,\s), Ar =b,AN+s=c,2>0, s>0}
Fo={(z,\s), Av=bAN+s=c,x >0, s>0}

la condicién de admisibilidad estricta puede escribirse de manera mas simple:

(:ck,)\k,sk) e Fo



Como la mayoria de los algoritmos iterativos en optimizacion, los métodos de puntos
interiores primales-duales tienen dos ingredientes basicos:

= un procedimiento para determinar la direccién de busqueda
= una medida de como de deseable es cada punto en el espacio de busqueda

Como ya se dijo, el procedimiento para encontrar la direccion de bisqueda tiene su origen
en el método de Newton para ecuaciones no lineales. El método de Newton construye
un modelo lineal para F' alrededor del iterante actual y obtiene la direccion de busqueda
(Az, AN, As) resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Az
J(x, A, s)| AN | = —=F(x, A, s)
As

donde J es el jacobiano de F'. Si el punto actual es estrictamente admisible (z, A, s) € Fy,
las ecuaciones que dan el paso de Newton son:

0 A" T || Ax 0
A 0 0 AN | = 0
S 0 X || As — X Se



En general, un paso completo a lo largo de esta direccion no es aceptable pues podrian
violarse las restricciones de cota. Para evitar esto se realiza una busqueda de linea a lo largo
de la direccion de Newton de manera que el nuevo iterante es

(, A\, s) + a(Az, AN, As)

para algin parametro o € (0, 1]. Sin embargo, con frecuencia, el paso permitido es mucho
mas pequeno que 1, y la direccién de Newton, conocida como direcciéon de escalado afin, no
permite un progreso suficiente hacia la solucion.

Los métodos primales-duales modifican el procedimiento basico de Newton en dos puntos
importantes:

= Desvian la direcciéon de busqueda hacia el interior del octante no negativo x > 0, s >0
de manera que se pueda avanzar mas a lo largo de esa direccion antes de que una de las
componentes de x o s se haga negativa.

= Evitan que las componentes de x y s se muevan muy cerca de la frontera del octante
no negativo.

En lo que sigue se consideran esas modificaciones.
El camino central



El camino central C es un arco de puntos estrictamente admisibles que juegan un papel
fundamental en los algoritmos primales-duales. Se parametriza con un escalar 7 > 0, y cada
punto (-, Ar, s;) € C resuelve el siguiente sistema:

AN+ s=c
Ax =b
s, =T 1=1,...,n
x>0
s>0
Estas condiciones se diferencian del sistema (JCICT) sélo en el término 7 del lado derecho.
En lugar del cumplimiento de la condicion de complementareidad se exige que los productos

x;s; tengan el mismo valor para todos los indices 7.
Se define entonces el camino central como

C={(zr,A\r,s:), 7> 0}

Puede probarse que (z,, Ar, ;) esta definido de manera tnica para cada 7 si y solo si Fy
es no vacio. Otro modo de definir C es utilizando la aplicacion F':

0
F(:’CT7>\T7ST) =10

TE



x>0, s>0

Estas ecuaciones aproximan (JCXCT) cuando 7 tiende a cero. Si C converge a algo cuando
7 — 0 por la derecha, debe hacerlo a una solucion primal-dual del problema de programacion
lineal.

Para describir la direccion desviada de busqueda, se introduce un parametro de centrali-
zacion o € [0, 1] y una medida de dualidad p definida por:

xts

1 n
p=—2 %= ——
n =1 n

que mide el valor promediado de los productos z;s;. Escribiendo 7 = ou y aplicando el
método de Newton al sistema anterior se obtiene:

0 A" I || Ax 0
A0 0 ]|AXN| = 0
S 0 X || As —XSe+ oue

De esta forma el paso (Az, AN, As) es un paso de Newton hacia el punto (5., Aoy, Sop) € C
en el que los productos x;s; son todos iguales a op. Si o = 1 las ecuaciones anteriores definen
una direccién de centralizacion, un paso de Newton hacia el punto (x,, A,, s,) € C para el
que los productos x;s; son idénticos a . Las direcciones de centralizacion estan en general
fuertemente desviadas hacia el interior del octante no negativo y progresan poco en la



reduccion de la medida de dualidad. Sin embargo permiten un progreso significativo en
la siguiente iteracion. Por otro lado el valor o = 0 da el paso de Newton clasico, que es
conocido como la direcciéon de escalado afin. Muchos algoritmos utilizan valores intermedios
de o para conseguir los dos objetivos: reducir p y mejorar la centralidad.

Un algoritmo general primal-dual

Con los conceptos basicos vistos hasta el momento se puede definir un marco para los
algoritmos primales-duales:

METODO PRIMAL-DUAL
1. Elegir (2%, \°, s%) € Fy, k = 0.
2. Test de convergencia

= si se verifica, PARAR

= si no se verifica, continuar

3. Resolver:



0 A T AxF 0
A0 0 [|AN]| = 0
S 0 X || Ask —XkS*e + opupe
kNt ok
donde o}, € [0,1] y p = (@)
n

4. Elegir un paso ay > 0 verificando 2! > 0y s**1 > 0)
5. Hacer (zF+H1 AL gFHy = (28 AP R 1 ap(Axh, AN AsF), bk =k +1eira?

Las elecciones del parametro de centralizacion o y del tamano de paso a; son cruciales
para el buen funcionamiento del algoritmo. Las técnicas para controlar esos parametros dan
lugar a una amplia variedad de métodos.

Hasta ahora se ha supuesto que el punto inicial es estrictamente admisible y, en particular,
satisface las ecuaciones lineales A'A+s = cy Az = b. Todos los iterantes siguientes también
respetan estas restricciones gracias a los ceros del segundo miembro del sistema que da el
paso de Newton. Sin embargo, para la mayoria de los problemas es dificil encontrar un punto
inicial estrictamente admisible. Los métodos de puntos interiores inadmisibles exigen solo
que las componentes de 2° y s” sean estrictamente positivas. La direccién de busqueda debe
ser modificada de manera que se mejore la admisibilidad y la centralidad en cada iteracion,
pero eso supone un pequeno cambio en el sistema de Newton, que quedara:



c— A\ —s

0 A" T || Ax
A

b— Ax
—XSe+oue

AN

0

S 0 X As



Programacion cuadratica:

Se estudian métodos para la minimizacion de una funciéon cuadratica sujeta a restricciones
de igualdad o desigualdad lineales:

, ¢ t
min )= -—x'Hx+c'x
a:eIRnf( ) 2

(PQ)

verificando
alr < b, 1<i<mp
;?ZU:bi, mp+1<i1<mp+my

a

donde H € IR"*" es una matriz simétrica.
La dificultad en la resolucion de un problema de programacion cuadratica tiene gran
dependencia de la naturaleza de la matriz H:

= En los problemas de programacion cuadratica conveza, que son relativamente faciles de
tratar, la matriz H es semidefinida positiva.

= Sin embargo si H tiene autovalores negativos (programaciéon cuadratica no conveza)
la funcion objetivo puede tener mas de un minimo local. Un ejemplo es el siguiente



problema:

minn —2lz
xre

verificando
—1<z; <1 1=1,...,n

que tiene un minimo en cualquier x con | x; |[= 1 parai =1,...



Caso estrictamente convexo: H definida positiva
Restricciones de igualdad

Se considera el caso en que mp = 0 y llamamos m = mj.

Sea A € R™"™ definida como A = (a; | ... | an) v b € R" definida como b = (b;).
Entonces las restricciones pueden escribirse de manera compacta como:
Alz =b

Se supone que los vectores a; son linealmente independientes.

(En otro caso, o bien el sistema es incompatible y no existen puntos admisibles, o
bien hay restricciones redundantes. )

Entonces m < n y el rango de A es m. El caso n = m es trivial por tanto se supone

m <n.

Sea {z;}"Z" una base del niicleo de A"y sea Z = (21 | ... | zp—m). Sea x un punto



admisible. Entonces resolver el problema (P Q) equivale a:

min f(xg+d
acR" fao )

verificando

Ald =0

La restriccién sobre d es su pertenencia al nicleo de A que es equivalente a asegurar la
existencia de y € IR"™" tal que d = Zy. Por tanto el problema anterior puede escribirse
como un problema cuadratico sin restricciones:

min fo(y) = fleo+ Zy) = -

tH t
o, Y Hzy + czy + f(xo)

donde Hy = Z'HZ vy cz = Z'(c+ Huxy).

La solucién dy de este problema (que existe y es tnica por ser Hy definida positiva) se
obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones :

Hzy = —cyz



La solucion del problema cuadratico original es entonces

xT=xy+ Zdy



. Como calcular 27

Se considera la descomposicion QR de A:

R
el )
con
Q=(Y §)
donde las columnas de Y € IR"*"™ son una bas(e or?onormal para el espacio generado por

las columnas de A y las columnas de S € IR"* son una base ortonormal para ntcleo

de A’

Elegimos entonces Z = S I con

~»
I

1 ...0
Otra aplicacion de la factorizacion QR es que nos permite calcular un punto admisible
Xy.



Se calcula g solucién de Rlyy = b , entonces xy = Yyp es admisible pues

Alzg= (R 0)QYy= (R 0) (g: ) Yyo= RY'Yyy= Rlyy=1b

La utilizacion de la descomposicion QR para obtener Z es adecuada si H y A no
son de gran tamano y son densas. Para matrices huecas de gran tamano es mejor
usar la factorizacion LU.



Restricciones generales

Simp > 0, encontrar un punto admisible es mas complejo. Para resolver estos problemas
lo usual es utilizar un método iterativo basado en una estrategia de conjunto activo. Asi en
cada iteracion tenemos un punto admisible x; y un conjunto de trabajo formado por las
restricciones que son activas en xy. Los vectores a; correspondientes a las restricciones que
forman parte de un mismo conjunto de trabajo son linealmente independientes.

El conjunto de trabajo esta caracterizado por:

= un conjunto de my indices correspondientes a las restricciones activas que forman parte
del conjunto de trabajo

= una matriz Ay de dimensién n x my cuya i-ésima columna contiene los coeficientes de
la i-ésima restriccion del conjunto de trabajo

= un vector b* con my, componentes, conteniendo los términos b; de esas restricciones

Ry,

0 ) y por lo tanto de

Disponemos igualmente de la factorizacion QR de A = Qy (
Yie, Sk ¥ Zy-

Para obtener el nuevo punto xj,1:



Se calcula una solucion dy, del sistema
HZky - _CZk
con Hy, = ZLHZ) y ¢z, = ZIN f ().

Se define entonces
dp = Zdg,

Asl, x; + dj, es la solucion del problema:

min f(x

verificando

Alg =V

Sin embargo, si hacemos x,.1 = x; + d;. puede suceder que no sea admisible para el
conjunto de restricciones del problema original.

Por tanto, tomaremos:
Tl = Tk + prdy

con ot
, , — ATk
pr =min{l, min 117}

g atdy>0  aldy,



donde cada cociente que aparece en la formula anterior representa la longitud del
paso que hay que tomar en la direccion di para que la restriccion correspondiente
se haga activa.

Notemos que dj, es una direccién de descenso para f pues V f(xz;)'d). = —dtZkH 7.dz, <.
Segtun el valor de py, tendremos que seguir distintos caminos:

Si pr = 1 entonces zp. 1 es solucion de:

, L, ¢
min r)=-x Hx+cx

verificando
aéx =b;, j €I}
atx < bj, j&I

pero todavia debemos averiguar si xy1 es solucion de (P Q) o si podemos disminuir mas el
valor de f (en puntos donde las restricciones saturadas sean distintas).

Para ello debemos comprobar si a1 = x; + d;. satisface las condiciones de optimalidad
del problema original:



= Resolvemos el sistema:

AA = =V f(xpa1)
y llamamos A; a la solucion.

= Silas componentes Aj. correspondientes a restricciones de desigualdad activas son todas
positivas o nulas se tiene que x;,1 es la solucién buscada.

= En caso contrario elegimos el multiplicador )\Z;O mas negativo entre los correspondientes
las restricciones de desigualdad y eliminamos la correspondiente restriccion de desigual-
dad del conjunto de trabajo. De esta forma I;,1 = I;\{jo} y repetimos el proceso
anterior.

NOTA: El calculo de A; puede realizarse facilmente a partir de la factorizacion QR de
A Como pp = 1 se tiene que

Z};Vf(xk;+1) = Z,i(kaH + C) = Z};(HSE]{; + HdeZk + C) = HdeZk TPz, = 0

Entonces

ApAy = =V f(@p1) < ( ]?)k ) Ak = — ( ?i ) Vf(zr+1)
k

& R = —Ygi(ZU]CJrl)



siendo este ultimo sistema inmediato de resolver.

Si pr < 1, se satura una restriccién jo, entonces se hace Iy 1 = I U {jo} v se repite el
algoritmo anterior.



Programacion cuadratica general

Se modificara el algoritmo de la seccién anterior de forma que se puedan resolver pro-
blemas cuadraticos en los que la matriz H no sea definida positiva. En realidad lo que
se ha utilizado en el algoritmo anterior es el hecho de que cada hessiano reducido Hz, es
definido positivo. Esto ha permitido obtener su factorizacion de Cholesky para calcular dz,
y asegurar que d; sea una direccién de descenso.

La cuestion esta en como tratar el caso indefinido.

» Una clase de algoritmos (ver Fletcher) son los que siguen la estrategia de elegir cier-
to subconjunto de restricciones activas de forma que el hessiano reducido respecto a
ese subconjunto tiene a lo sumo un autovalor no positivo. Casi todos estos métodos
comienzan en un vértice de la regién admisible, es decir, un punto para el cual hay n
restricciones activas siendo necesario introducir restricciones artificiales cuando el niime-
ro de restricciones reales es inferior a n. Esta estrategia puede hacer lenta la resolucion
del problema.

= Otro tipo de métodos permiten cualquier nimero de autovalores no positivos en el
hessiano reducido y por tanto no necesitan partir de un vértice de la region admisible.



Programacion no lineal general:

Vamos a discutir algoritmos para resolver el problema de programacion con restricciones:

min f(x
xEIRnf( )

(OCR) § verificando
ci(r) =0, 1<i<my
ci(x) <0, my+1<i<m;+mp

donde la funcion objetivo f y las funciones ¢; que describen las restricciones son regulares,

a valores reales.

Los algoritmos que se describen son iterativos por naturaleza. Generan una sucesion
destinada a converger a la solucion x*.

Es importante fijarse en la naturaleza de las restricciones a la hora de elegir los algoritmos:

= Los problemas con restricciones suaves pueden, muchas veces, reformularse como pro-
blemas sin restricciones anadiendo a la funcién objetivo un término de penalizacion
incluyendo las restricciones.

= Desde un punto de vista algoritmico, las restricciones fuertes son aquellas que deben sa-
tisfacerse para que todas las restricciones y la funcién objetivo en (OCR) tengan sentido.



Algunas de estas funciones pueden incluso no estar definidas en puntos inadmisibles.

Para problemas con restricciones fuertes que deben satisfacerse en todas las iteraciones
deben elegirse algoritmos admisibles.



Método de penalizacion cuadratica

Vamos a considerar primero el problema de optimizacion con restricciones de igualdad:

min f(x
min, f(x)

verificando
ci(r) =0, 1<i<my

Se define la funcién de penalizaciéon cuadratica Q(z, i) para este problema como:

1 mr

Qa.p) = (@) + 5 3 )

donde p > 0 es el pardmetro de penalizacién. Haciendo tender p a cero, penalizamos las
violaciones de las restricciones con creciente severidad.

Parece natural elegir una sucesion {uy } con ka . = 0y calcular el minimo aproximado
— 00



xy de Q(x, py) para cada k.

Para el problema general (OCR), que contiene tanto restricciones de igualdad como de
desigualdad, definimos Q(x, ut) como:

B iml 2 imj—l—mp | 9
Q) = @)+, 3 @)+ 5 (al@)])

donde [y]" = max(y, 0).



ESQUEMA DEL ALGORITMO

1. Elegir 2" € R", po >0, k=0

2. Encontrar un minimo aproximado z; de Q(-, us) comenzando en z{* y terminando
cuando ||VQ(x, ux)|| < €, (€ pequenio dado).

3. si se verifica el test final de convergencia, PARAR con solucion aproximada xy.

4. 81 no se verifica, elegir un nuevo parametro 1 € (0, 4y) ¥y un nuevo punto inicial
2™, hacer k =k + 1y volver a 2.

OBSERVACIONES:

= La sucesion de pardmetros {uy } puede ser elegida de manera adaptativa.

= Cuando la minimizacion de Q(x, puy) se hace muy cara para algun k, se elige fi+1 sélo
un poco mas pequeno que [y, por ejemplo.

= Si el minimo se encuentra de forma barata, se intenta una reduccién mas ambiciosa, por
ejemplo pg11 = 0,1py.



= El problema est4 en que, cuando g, se hace muy pequetio, la matriz hessiana V2 Q(x, 11.)
es muy mal condicionada cerca del minimo. Esto conduce a problemas a la hora de
aplicar métodos para la resolucién del problema sin restricciones (calculo del paso de
Newton, gradiente conjugado, ... ).



Método de barrera logaritmica

Vamos a comenzar describiendo el concepto de funciones barrera en términos de problemas
con restricciones de desigualdad. Dado el problema:

min f(x
erRnf( )

verificando
ci(x) <0, 1<i<mp

la region estrictamente admisible esta definida por:

Fo={reR" /@) <0, i=1,.. mp)

y supondremos que es no vacia. Las funciones barrera para este problema tienen las siguien-
tes propiedades:

= son infinitas excepto en Fy
= son regulares dentro de Fy

= su valor se aproxima a oo cuando x se aproxima a la frontera de F



La funcién barrera mas importante es la funcién barrera logaritmica, que en nuestro caso
se escribe:

. log(~ci(x)

y de esta forma la funcion objetivo-barrera, llamada funcion barrera logaritmica, esta dada
por:

P(e,1) = f(z) = 1 3, log(~ci(x))

donde p se llama parametro barrera. Puede probarse que, bajo ciertas condiciones, cuando
p — 0, x(u) se aproxima a la solucién del problema con restricciones de desigualdad.
Sin embargo el escalado de la funcion P(x, ) se hace muy pobre cuando g — 0, lo cual
conduce a dificultades a la hora de resolver los problemas intermedios de optimizacion sin
restricclones.



ESQUEMA DEL ALGORITMO

1. Elegir 2" € R", po >0, k=0

2. Encontrar un minimo aproximado z; de P(-, ;) comenzando en z{" y terminando

cuando ||V P(x, ug)|| < €, (€ pequeno dado).
3. Si se verifica el test final de convergencia, PARAR con solucion aproximada xy.

4. Si no se verifica, elegir un nuevo parametro barrera 1 € (0, gg) y un nuevo punto

inicial 2}, hacer k = k + 1 y volver a 2.

En el caso del problema (OCR) de optimizacion con restricciones de igualdad y desigual-
dad incluimos términos de penalizacion cuadratica para tratar las restricciones de igualdad.
Si suponemos, por simplicidad, que el coeficiente del término de penalizacion cuadratica es
1/p, donde p es el pardametro barrera, entonces la funcion de penalizaciéon cuadratica-barrera
logaritmica sera:

mr+mp 1 mr

Bla.p) = fla) =t 3 log(—e(w) + 5 clle)



La minimizacién de B(x, ) requiere identificar un punto inicial que sea estrictamente
admisible con respecto a las restricciones de desigualdad. Esto puede hacerse de manera
trivial introduciendo en el problema las variables de salto s;, paraz =m;+1, ..., m;+mp:

(x,s)?ﬁl}me f(x)

verificando

ci(x) =0, 1<i<my

ci(z)+s,=0, m+1<i<my+mp
5, >0, m+1<i1<m;+mp

La funcion de penalizacion correspondiente a este problema es:

mr+mp 1 my 5 1 mr+mp 5
f@)—p > doglsi)+ - X () +— X (c(z)+ )
i=mp+1 2,“ i=1 2,“ i=mp+1

Cualquier punto (z,s) con s > 0 estd en el dominio de esta funcion.



Método de gradiente reducido generalizado

Este método se basa en la idea de reducir el numero de variables utilizando las restricciones
y resolver el problema reducido y sin restricciones resultante con un método de descenso.
Para exponer este método vamos a considerar el problema con restricciones de igualdad:

min f(x
erRnf( )

verificando
ci(x) =0, 1<i<m

Si xp es un vector admisible (c¢(zy) = 0) v {Vei(zg), 1 < i < m} es una familia
de vectores linealmente independientes se puede, utilizando el teorema de las funciones
implicitas, pasar a un problema de n — m variables independientes. Sea

VCl (xk)t
G = :
VCm(iL‘k)t

como los gradientes son linealmente independientes existen dos matrices By N de di-
mensiones m X m 'y m X (n —m) respectivamente, tales que: G = ( B N ) con B inversible.



Si x es un vector podemos escribirlo como:

T =
TN
donde x g son las variables dependientes y x y las variables independientes (xp = xg(xy),

ya que c(xg, xy) = 0).
Llamemos F(xy) = f(zp(zy), zN), entonces:

ox
VE(zy) =Vn[f(zplzy), zn) + ((rmi)tVBf(iﬁB(fUN), TN)
Como gajB = —B !N, la expresion del gradiente reducido es:
TN

VE(zy) = Vnf(zplan),zx) — N(B)'Vpf(zp(zy),zy)

Este es el gradiente correspondiente a la funcion F' de las variables independientes xy v
puede aplicarse un método de descenso para obtener una solucion. Las iteraciones seran de
la forma:

(TN )kt = (@n)r + trdy



donde dy, se obtiene utilizando el gradiente reducido (dy = =V F((zn)g) ody = =MV E((xn)k)
con M}, una aproximacion cuasi-Newton del inverso del hessiano).



El problema ahora es calcular (zp)g41. Se tiene la prediccion de primer orden:

(Z5)k11 = (p)r — te B~ Ndy,

pero, en general, ¢((Zp)k+1, (TN )gr1) no es nulo. Es necesario efectuar una fase llamada
de restauracién de admisibilidad sobre (Zp)ry1. Para esto puede aplicarse el método de
Newton al sistema:
c(Zp, (N )k+1) =0

tomando como punto de partida (Zp)r+1 v dejando (zn )41 fijo.



Método de Newton para problemas con restricciones de igualdad

Consideramos el problema de optimizacion con restricciones de igualdad:

min f(x
min, f(x)

verificando
c(r) =0, dondec= (¢;)i4

Para los problemas de optimizacion con restricciones de igualdad puede pensarse en ob-
tener el desplazamiento dj, haciendo la aproximacion cuadratica de f en x; y linealizando
las restricciones en x;.. Con este método se calcula la solucion del problema cuadratico:

{ min V f(zy)'d + 3d'V2 f(z3,)d (1)
c(xg) + Alz)d =0,

donde A(zy) es la matriz Jacobiana de las restricciones (matriz de las derivadas parciales
de ¢, la linea 7 de A(xy.) contiene Ve(x)") y se define el nuevo iterante

Tpy1 = T + dp;



Pero, 1ATENCION, este algoritmo, en general, NO ES CONVERGENTE!, incluso puede
ocurrir que la sucesion se aleje de la solucion aun partiendo de un punto inicial muy cercano.

La técnica adecuada es tratar simultaneamente la minimizacion del criterio y la realizacion
de las restricciones considerando las condiciones de optimalidad del problema. Estas forman
un sistema de n + m ecuaciones no lineales con n + m incognitas (x*, \*) que se pueden
intentar resolver utilizando el método de Newton.

Se obtiene asi lo que se llama un método primal-dual | lo que quiere decir que se
genera una sucesion {xy, A\x} por linealizacién de las condiciones de optimalidad:

Vfx*) + A(z*)IA\* =0
{ C(x*> =0, <2)

donde ;. se acerca a una solucion primal x* v A\, se acerca a una solucion dual \*.
k k



Sea (xy, Ag) el iterante en el que se estd. El incremento (dg, p11) es solucion del sistema

(ENT):

(4 25 (1) ("2

El método de Newton determina el iterante siguiente (i1, k1) como:
Tpp1 = Tp +dp Y Apy1 = Ak + g
Como V £(xk, \p) es lineal en Ay el sistema puede reescribirse en la forma (EN2):
A(xy) 0 )\5 @ c(xy)

donde A?Q = A\, + pi. El exponente P(Q) se pone pues, como veremos ahora, AkPQ es el
multiplicador asociado a las restricciones de un problema cuadratico.
El iterante siguiente del método de Newton se escribe entonces como:

PcC
Tpy1 = T +dp Y App1 = Ap ’

Como en el caso sin restricciones, se puede ver la ecuacién de Newton (EN1) como el



sistema de optimalidad de un problema cuadratico:

min V. 0(zy, \)'d + Ld'V2 (g, \p)d (3)
c(xg) + Alzr)d =0,

Este problema se llama problema cuadratico tangente. Si en lugar de (EN1) se parte de
(EN2) se obtiene:
{ min Vf([l?k)td + %dtv3x€(£€k, )\k)d (4)
c(xk) + Alzp)d = 0,

que es un segundo problema cuadratico tangente.

NOTA: La formulacion como sucesion de problemas de minimizacion es preferible a
la sucesion de resoluciones de condiciones de optimalidad, pues estas ultimas pueden
generar un punto estactonario que no sea minimo.



ESQUEMA DEL ALGORITMO

1. Elegir (zg, \g) inicial , k = 0.

2. Test de convergencia: (por ejemplo ||V f(z*) + A(2®)IN¥|| + |le(z¥)|| < €, € pequeiio
dado)

= si se verifica, PARAR

= si no se verifica, continuar
3. Encontrar la solucién (dy, )\ka) del problema cuadratico tangente:

min V f(zp)'d + 3d'V2 0z, A )d (5)
c(xy) + A(xy)d = 0,

4 g =ap+dy, M1 =M k=k+1Ira2

Resultado de convergencia local:



Sean f y ¢ de clase C? en un entorno de un punto estacionario reqular x* con
multiplicador \*. Entonces existe un entorno V' de (x*, X*) tal que si (xg, N\g) € V el
algoritmo de Newton estd bien definido y genera una sucesion {(xy, \p)} — (x*, A*)

superlinealmente. Si f" y " son lipschitzianas en un entorno de de x* la convergencia
es cuadratica.



Métodos locales para problemas con restricciones de desigualdad

Vamos a considerar el problema;

min f(x
zclR" f(z)

verificando
ci(x) =0, donde ¢; = (¢;)
cp(xr) <0, donde cp = (ci)ﬁ%ﬁl

my
1=1

Intentamos resolverlo usando un método de Newton. Se parte de las condiciones de opti-
malidad de primer orden (KKT):



Via*)+ A*)' \* =0

ci(x*) =0
cp(z®) <0 (6)
X5 >0

(Ap)'ep(z®) =0

Como A}, > 0y cp(x*) < 0 todos los sumandos de la dltima igualdad son del mismo
signo y entonces ésta es equivalente a:

Ai(xF)ei(x*) =0, i=m;+1,...,mp

Al linealizar estas condiciones en un punto (x, A\x) obtenemos un desplazamiento (dy, i)
solucion de:

focﬁ(azk, )\k)dk: + A(xk)t,uk = —fo(xk, )\k)
c[(:ck) + A[(Ik)dk =0



CD(CUk) + Ap(xk)dk <0
(Ax + p)p >0
(A + ) pen(ax) + () pAp(zy)dy = 0

Si notamos )\fQ = A\ + p v anadimos a la ultima ecuacion el término (u)pAp(z)dy,
(que es despreciable frente a los otros términos pues los desplazamientos py v dj son pe-
quenos cerca de la solucién), el sistema anterior se escribe:

V2l (e, M)y + Al ALY = =V f ()
cr(xg) + Ar(zg)dy =0
cp(xr) + AD(ajk)dk <0
(A >0
(A )plep(ae) + Ap(ax)) = 0

que son las condiciones de optimalidad del problema cuadrético tangente (PQT ):



min V f(zy)'d + 3d'V2 (g, A\ )d
cr(xg) + Ar(zr)d = 0 (7)
cp(xy) + Ap(xr)d <0

Se llama programacion cuadratica sucesiva (PQS) al algoritmo que genera una sucesion
{(zr, M)} de aproximaciones de (z*, \*) calculando una solucién primal dual (dg, AL®) del
problema cuadratico (PQT) en cada iteracién y haciendo xy.1 = xy + dy.



ALGORITMO DE PROGRAMACION CUADRATICA SUCESIVA

1. Elegir (xg, Ag) inicial , k = 0.
2. Test de convergencia;
(por ejemplo ||V f(z*) + A(x*)'N*|| + ||er(2)|| + ||[ep(x*)]T]] < €, € pequenio dado)
= si se verifica, PARAR
= si no se verifica, continuar

3. Encontrar la soluciéon primal-dual (d, )\kPQ) del problema cuadrético tangente (PQT).
4. p1 = +di, A :AkPQ ,k=Fk+1. 1Ira?2.

OBSERVACIONES:

= La programacion cuadratica sucesiva es bastante costosa si hay un nimero grande de
restricciones de desigualdad pues es necesario linealizar incluso las restricciones inactivas
que no juegan ningun papel cuando los iterantes estan proximos a la solucion.

= La programacion y el andlisis de la convergencia es mas complicado que en el caso de
restricciones de igualdad. Puede ocurrir que los subproblemas cuadraticos sean no aco-



tados o tengan multiples soluciones incluso cerca de una solucion del problema original
que tenga buenas propiedades tales como la verificacién de las condiciones suficientes
de optimalidad de segundo orden, la complementareidad estricta y la cualificacién de
restricciones.



Globalizacion

Los algoritmos que acabamos de ver convergen si el primer iterante esta proximo de
una solucion verificando las condiciones suficientes de optimalidad de segundo orden. Es
importante tener técnicas que permitan asegurar la convergencia con puntos iniciales lejos

de la solucion.
Hay, al menos, dos clases de técnicas para globalizar:

= las busquedas curvilineas (s6lo hablaremos de la buisqueda lineal)

= ]las regiones de confianza

La idea es medir el progreso realizado de un iterante x; al siguiente xj,1 mediante una
funcion auxiliar llamada funcion de mérito. Para medir este progreso esta funcion intenta

tener en cuenta los dos objetivos del problema:
= minimizar f
= que se satisfagan las restricciones
La funcion de mérito suele presentarse de la forma:
0 = f(z)+1I(z)

donde II(z) es una funcién que penaliza la violacion de las restricciones.



Vamos a seleccionar algunas funciones de mérito:

» Penalizacion exterior [s:
f@) + S leta)*
donde v =v;sii el yol = v:m = max(0,v;) sii € D.
= Lagrangiana:

flz) + ple(x)

= Lagrangiana aumentada
o
f@) + prer(@) + S ller@)ll+

S (i i) + G mix(="L e(@)])

El coeficiente o se llama parametro de aumento.

» Penalizacion de Han:
f(@)+ olc(z)™]]

Se dice que # es una funcién de penalizacion exacta en un minimo local * del problema
con restricciones si £* es minimo local de 6.
La penalizacién de Han es exacta para o grande.



Métodos de puntos interiores para problemas no lineales

Consideremos el problema:

min f(x
xe]R"f( )

verificando
ci(r) <0, 1<i<mp

la region estrictamente admisible esta definida por:

Fo={r€R" /ciz) <0, i=1,...,mp}

y supondremos que es no vacia. La funcion barrera mas importante es la funcion barrera
logaritmica, que en nuestro caso se escribe:

Y log(~ci(x)

y de esta forma la funcion objetivo-barrera, llamada funcion barrera logaritmica, esta dada
por:

Pla,p) = f(@) = 3. log(—ci(x))



donde p se llama parametro barrera. Puede probarse que, bajo ciertas condiciones, cuando
@ — 0, x(u) se aproxima a la solucién del problema con restricciones de desigualdad.
Sin embargo el escalado de la funcion P(x, 1) se hace muy pobre cuando g — 0, lo cual
conduce a dificultades a la hora de resolver los problemas intermedios de optimizacién sin
restricciones.



ESQUEMA DEL ALGORITMO

1. Elegir 2" € R", po >0, k=0

2. Encontrar un minimo aproximado z; de P(-, j1;;) comenzando en 2t y terminando
cuando ||V P(x, ug)|| < €, (€ pequeno dado).

3. Si se verifica el test final de convergencia, PARAR con solucion aproximada xy.

4. Si no se verifica, elegir un nuevo parametro barrera 1 € (0, gg) ¥y un nuevo punto
inicial 2}, hacer k = k + 1 y volver a 2.

da una estimacion de los

OBSERVEMOS que en cada iteracion ()
Ci\ T
multiplicadores ;.



DIFICULTADES POTENCIALES:

= Una cuestion importante en este algoritmo es que la definicion de la funcion barrera exige
mni

que cada punto x4 sea un punto interior al conjunto de restricciones (i.e. c(z{") < 0).
Una eleccion simple conduce a hacer j!; = xj. Sin embargo al tender pu, a cero puede

ocurrir que alguna restriccion se haga activa en xj.

» La minimizacion (sin restricciones) de P(z, i) debe hacerse con cuidado pues estéd fun-
cion no esta bien definida para puntos no interiores a la region admisible. Si se utilizan
métodos con busqueda de linea estd debe estar especializada para evitar la singulari-
dad del logaritmo. Si se utilizan métodos con region de confianza deberan desecharse
direcciones que no cumplan que c(xy + di) < 0.

= Otra dificultad es el posible mal condicionamiento de P(x, i) para valores pequenos de
(. Fn concreto

V2, Pla, ) = V2, f(2) + 5 V2 ) — pAl(m)C(x) Alx)

i=1 ¢i(x)
donde A(x) es la matriz Jacobiana de las restricciones (matriz de las derivadas parciales
de ¢, lalineai de A(x) contiene Ve;(x)") v C(z) eslamatriz C(x) = diag(ci(x), . . ., cmp(2)).



El paso de Newton es, entonces, solucion de :

(V2 f(@)+3 L2 () — A'(2)O(2) Y A(2) Az = —(V f(z)+pA(z)'C (x)e)

i=1 ci(w)

: M M
dondee = (1,1,...,1)' yY = diag(——, ..., ———).

b (@) )
Este sistema se hace mal condicionado cuando py tiende a cero ya que puede probarse

que el nimero de condicién de V2 P(x, i) es O(l}k)



UNA PERSPECTIVA DIFERENTE:

Las condiciones de optimalidad para el problema que estamos estudiando son:

V(") + A \* =0

C(z*)A* =0

e(z) < 0 (8)
A>0

Consideramos ahora el sistema perturbado:

Via*)+ Az*)' \* =0

C(x*)\* = pe

e(z) < 0 (9)
A* >0

Los métodos primales-duales buscan soluciones del sistema:

{ Vf(xt) + A(z*) A =0 10)

C(x* )N — pe =0

cuando p tiende a cero al tiempo que mantienen ¢(z*) < 0y A* > 0.



Para encontrar la direccion de busqueda se utiliza el método de Newton para ecuaciones
no lineales. El método de Newton construye un modelo lineal para el sistema anterior
alrededor del iterante actual (x, A) y obtiene la direccién de bisqueda (Az, AX) resolviendo
el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Viof(@) + Z AiVicir) Al(z)
AA( ) C'(x)
donde A = diag(A, ..., A\np).

En general, un paso completo a lo largo de esta direccion no es aceptable pues podrian

Ax
AN

_ {Vf(x) Afz)'A
C(z)\ — pe

violarse las restricciones de cota. Para evitar esto se realiza una busqueda de linea a lo largo
de la direccion de Newton de manera que el nuevo iterante es

(z, A) + a(Azx, AX)
Observemos que si despejamos A\ se tiene:

(Vi () + g AiViaci(r) — Al(2)C(2) " AA(@))Az = —(V f(2) + pA(2)'C™ (2)e)

De esta manera la matriz del sistema depende de un A independiente de x frente a lo que



ocurre en el caso de la penalizacion logaritmica. Esto es crucial a la hora de solventar las
dificultades del método barrera.
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