Lino Alvarez - Aurea Martinez CALCULO 11

Métodos numeéricos de
integracion en R

1 Introducciéon

La necesidad de aproximar numéricamente el valor de una in-
tegral surge por dos motivos fundamentalmente:

e la dificultad o imposibilidad en el calculo de una primitiva,

e la funcién a integrar sélo se conoce por una tabla de va-
lores.

Sea, entonces, una funciéon f : [a,b] — R. Supongamos
que se conocen los valores de f en los (n + 1) nodos distintos

xg,T1,...,Ty. Irataremos de aproximar la integral fj f(x)dx
por una formula de cuadratura del tipo:

/ flo)de = 3 A ()

Nos restringiremos al estudio de las férmulas de tipo inter-
polatorio polindmico, esto es:

/abf(x)dx ~ zn:f(:ci) /ab l,(x)dz.

1=0



Por tanto, los coeficientes de la férmula son:

Teorema 1 .- Una formula de cuadratura:

/ f(z)dx ~ ZAZ- fla:)

es de tipo interpolatorio polinomico si y solo si es exacta en

P.(R).

Entonces, para el célculo de los coeficientes A; impondremos
la exactitud de la férmula sobre los polinomios z¥, 0 < k < n,
de la base de P,(R) :

bk+1 ak+1

A; = 0<k<n.
Z I’ k+1 ’ SR

Este S.E.L. de (n + 1) ecuaciones y (n + 1) incdgnitas con
matriz de Vandermonde (por tanto, inversible) tiene solucién
unica. Resolviendo el sistema se obtienen los valores de los
coeficientes A;, 1 =0,...,n

Ejemplo 1 .-
Partimos de la tabla de valores:

Entonces, para:



se busca:

/_ f(@)de = Aof (o) + Auf(ar) + Af (o)

1
=2Ap — A} + 3A,.

Debemos resolver el sistema:

—Ap +As =0
Ay +Ay = %
La solucion es:
1 4 1
Ay ==, A ==, Ay = —
0 37 1 37 2 3

Por tanto:

1
14 1
dop~2>—-43-=-=
/_1f($)$ 57379373

Teorema 2 (Formula para el error de integracion) .-

Sea [c,d] un intervalo que contenga a [a,b] y también a los
nodos xg, 1, ..., o, Si [ € C"Y[e,d]) y el polinomio w(x) =
(x — xg) ... (x — x,) no cambia de signo en (a,b), entonces el
error cometido por la formula de cuadratura de T.I.P. es:

/a ) - / ' Py(a)da — {;j(f)? / ' ).

con ¢ € (a,b).




Ejemplo 2 .-

1. Formula de Poncelet (o del punto medio):

b
n=2~0: xo:a;— )

Aozb—a.

[ #ayin = - a) 750

|Error| < b gf)g mmax (-
2. Formula del Trapecio:
n = Ty =a, T4 =
(8t = aemnte
[ playie = 5% 6@ + o)
|Error| < & I;)S mnax (-
3. Formula de Simpson:
n=2: Ty = a, xl:a;—b’ r9 = b.



Ay +A; +Ay =b-—a
Aoa —|—A1a7+b +A2b = 5
Aga® +A(5)? + A =I5t

b—a 2
:>A0:A2: G ,A1:§(b—a).

[ rade = 250 @) + 450 + 50

(b—a)5 A%
E < .
|Error| < 2880 g[gfg]\f Q)]

Propiedades

. Invarianza por traslaciones:

Si
/ f(z)dz ~ ZAi fl:)

f(x)dz ~ Y B; f(x; + d)
1=0

a+d
entonces B;=A;, Yo =0,...,n.

. Modificacion por homotecias:

Si
b n
[ rade= 3" 4 )
a i=0
cb n
| @iz =Y B fleny
ca i=0
entonces B;=cA;, Yi=0,...,n.



3. Simetria:

Si los nodos estan dispuestos simétricamente respecto del
centro del intervalo (a, b), es decir:

a+b a-+b
— T = Tp—i — )
2 2

entonces los coeficientes de la férmula

b n
/ F()de ~ 3 A f)
a i—0

verifican A, =A,_;, Vi=0,...,n.

1=20,...,n,

Observacion 1 .- (Férmulas de Newton-Cotes)

Cuando los nodos de cuadratura en el intervalo |a,b] son equies-
paciados surgen las formulas de Newton-Cotes.

Se habla de formulas cerradas cuando los dos extremos del
intervalo son nodos.

En caso contrario, cuando los extremos no son nodos de cua-
dratura, se habla de formulas abiertas.

— e e & &

a = Zo Ty T2 X3 24 r5 =0

Figure 1: Newton-Cotes cerrada (superior) y abierta (inferior)



Por ejemplo, Trapecio y Simpson son formulas de Newton-

Cotes cerradas.
En cambio, Poncelet es una formula de Newton-Cotes abierta.

3 Férmulas de cuadratura compuestas

Consisten en dividir el intervalo [a, b] en subintervalos, a cada
uno de los cuales se le aplica una féormula de Newton-Cotes.

Supongamos m subintervalos con (n + 1) nodos cada uno:

gtz -
m n

yi=a+jH, j=0,...,m.
rr=a+kh, k=0,...,mn.

Entonces:
b m yj
[ @@= [ sy,
a j=1 Yj—1
a = 1Yo Y1 Y2 Y3 ys =10

o 1 T2 T3 T4 X5 Tg T7 X8 T9g L0 T11 T12

Figure 2: Ejemplo de férmula compuesta para m =4, n = 3.



con:

Yj n
f(z)dx ~ ZAk fyj—1+kh), 7=1,....,m.
Yi-1 k=0

Ejemplo 3 .-

1. Trapecio compuesto:

n=1: h =

b m—1
/f(x)da::h{%[ O+ fla+kh)}
a k=1

b= o 1(0)]

|Error| <
12m?  c¢efap)

2. Simpson compuesto:

k=1
+4> " fla+ (2k — 1)h)]
k=1
— a)5 IV
|Error| < 880 m[ax 17 (Q)]



