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Introduccion

Existen muchos libros de algebra lineal (véanse, por ejemplo, las referencias al final de este
documento), por lo que escribir uno més no tiene mucho sentido. Estos apuntes deben considerarse
una ayuda para que los alumnos tengan el material del curso organizado.

Escribi la primera versién cuando impartia la asignatura de dlgebra lineal en la FEscuela de
Ingenieria de Telecomunicacion de la Universidad de Vigo y desde el curso 2010/2011 se siguen en
las titulaciones de Ingenieria de la Energia e Ingenieria de los Recursos Mineros y Energéticos, que
comparten las actividades docentes en el primer curso.

A lo largo de los anos los apuntes han experimentado varias modificaciones, algunas de ellas
como consecuencia de comentarios de los alumnos y de algunos companeros. En especial quiero
agradecer mis discusiones con Elvira Herndndez Garcia, Profesora Titular de la E.T.S.I. Industria-
les de la UNED (Madrid).

Eduardo Liz Marzan
Vigo, septiembre de 2022.






Capitulo 1

Conceptos preliminares

1.1. Operaciones con numeros reales y nimeros complejos

En esta asignatura nos interesa el conjunto R de los nimeros reales como un conjunto de
numeros con los que se puede operar (en la asignatura de Célculo, la recta real juega un papel
“més dindmico”, como un conjunto en el que se mueve una magnitud escalar, como el tiempo).

Como es bien sabido, en R se consideran dos operaciones internas (es decir, que asignan a cada
par de nimeros reales un resultado que también es un nimero real): la suma (+) y el producto (-).
Estas operaciones tienen muy buenas propiedades, que en general usamos de modo inconsciente.
Como en el Paraiso, solo hay un fruto prohibido: jno se puede dividir por cero!

Recordamos las propiedades principales:

1. Propiedad asociativa: (x +y)+2 =z + (y+2), V z,y, z € R. Esta propiedad permite sumar
mas de dos elementos sin usar paréntesis. Escribiremos simplemente x + y + z. El producto
de nimeros reales tiene la misma propiedad.

2. Propiedad conmutativa.

e Propiedad conmutativa de la suma: c+y=y+z, Va,y € R.
e Propiedad conmutativa del producto: z -y =y -z, Vz,y € R.

3. Elemento neutro:
En la suma el elemento neutro es el cero (0) y cumple que 0 +z =2z, Vz € R.

En el producto el elemento neutro es el uno (1) y cumple que 1 -z =z, Va € R.

4. Elemento opuesto y elemento inverso:

En el caso de la suma, todo ntimero real x tiene opuesto, que se denota por —z y cumple que
x + (—z) = 0. Hacer la resta x — y consiste en sumar a x el opuesto de y.

En el caso del producto, todo nimero x # 0 tiene inverso, que se denota por 1/z y cumple
que z - (1/x) = 1. Cualquier nimero real x se puede dividir por otro nimero real y # 0:

1
sz-f,VyyéO.
Y Y
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5. Propiedad distributiva (sacar factor comun): - (y+2)=z-y+z -z, Vz,y,z € R.

Con estas propiedades, se dice que R es un cuerpo conmutativo con las operaciones de suma y
producto.

El conjunto de los niimeros reales tiene muy buenas propiedades pero no permite resolver
algunas ecuaciones simples como x2 + 1 = 0. Para resolver este problema necesitamos un conjunto
de nimeros més grande, que serd el conjunto C de los nimeros complejos (por supuesto, esta no
es la tnica utilidad de los nimeros complejos).

Se define un niimero complejo como un par de nimeros reales z = (a,b). El nimero real a
se llama parte real de z y b se llama parte imaginaria.

Si denotamos 1 = (1,0), i = (0,1), se escribe z = (a,b) = a(1,0) + b(0,1) = a + bi (Forma
binémica). El niimero complejo i = (0, 1) se llama unidad imaginaria. Asi, denotaremos el conjunto
de los nimeros complejos como C = {a +bi /a,b € R}.

Los ntimeros complejos se representan en un plano bidimensional. El eje horizontal se llama
eje real y el eje vertical se llama eje imaginario.

Eje imaginario

a Eje real

Figura 1.1: Representacion de un ntimero complejo z = a + bi en el plano complejo. La unidad
imaginaria ¢ se sitiia en el eje imaginario.

Operaciones en C
e Suma. Si z1 = a1 + b1i y 22 = as + byt son dos ntimeros complejos, se define su suma como
21+ 22 = (a1 + az) + (b + ba)i.

Es decir, la parte real de la suma es la suma de las partes reales y lo mismo para las partes
imaginarias.
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e Producto. El producto de niimeros complejos es un producto habitual de binomios, teniendo
en cuenta que i2 = —1, es decir, (aj + by1i)(ag + boi) = (ajas — bibs) + (a1bg + biaz)i.

Con estas dos operaciones, C tiene estructura de cuerpo conmutativo. El elemento neutro de la
suma es 0 = 0 4 07, y el elemento opuesto de z = a + bi es —z = —a — bi.

El elemento neutro del producto es 1 = 1 + 0¢. Todo elemento distinto de cero tiene inverso
para el producto. Para definir el inverso se suele usar el conjugado, que se define del siguiente modo:
si z=a+ bi € C, su conjugado es z = a — bi. Obsérvese que

. N 2 N2 2 2 (a+bz)(a—bz)_ 1 i a—b
(a+bi)(a—0bi) =a— (h)=a"+b" = 21 _1:>a—|—bi_a2+b2’
que esta bien definido para todo z = a + bi # 0.
Por ejemplo,
1 1+ 24 1424 1+2,
= = -+ —i.

1-2 12+ (=22 5 55

Esto permite hacer la divisién de dos nimeros complejos z1/z9 siempre que zo # 0. Se suele
realizar multiplicando y dividiendo por el conjugado del denominador. Por ejemplo:
243 (2+3i)(1+20) —4+Ti -4 7

—1.

1-2 (1-2)(14+2) 5 5 5

Moédulo y argumento

Si z = a+ bi € C, se define el médulo de z como el nimero real |z| = Va? + b? (se considera
siempre la raiz cuadrada positiva). El médulo de z = a + bi representa la distancia entre los puntos
(a,b) y (0,0) en el plano complejo. Usando el médulo, el inverso de un nimero complejo z # 0 se

expresa como
1 1 a— b z

z a+bi a2+ |22

Se define el argumento de z = a + bi como el dngulo o € (—7, 7] que cumple las igualdades
|z|cos(a) =a ; |z|sen(a) =b.

De este modo,
z=a+ bi = |z|(cos(a) + sen(a)i),

que es la llamada forma trigonométrica de z. El argumento representa el angulo que forma el
vector (a,b) en el plano complejo con la semirrecta positiva del eje real (ver la figura 1.2).
Forma exponencial, potencias, raices n-ésimas

Usando desarrollos en serie de potencias de las funciones exponencial, seno y coseno (se vera
en la asignatura de Calculo), se obtiene la siguiente férmula, conocida como férmula de Euler:

e = cos(a) +sen(a)i, Va € R.
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Teniendo en cuenta esto, si z = |z|(cos(a) +sen(a)i), también se puede representar en la forma
z = |z|e*, que se llama forma exponencial de z.

Las férmulas y la interpretacion para el producto y las potencias de nimeros complejos resultan
mas sencillas cuando se utiliza la forma exponencial. En particular, el médulo del producto de z;
y 29 es el producto de los médulos y el argumento del producto es la suma de los argumentos.

2129 = (|31’ eali) . (’22| eazi) _ |Zl‘ ’22| e(al—&-ag)z"

SN (|Z| eai)" _ |Z|n (eai)” _ |Z|ne(na)i‘

El nimero complejo de médulo 1 y argumento « se escribe en forma exponencial como e®* (ver
la figura 1.2). Geométricamente, multiplicar por e® equivale a hacer una rotacién de dngulo a en
el plano complejo. Como curiosidad, de esta manera se puede interpretar la formula trigonométrica
sen?(a) + cos?(a) = 1 del siguiente modo:

at —ai at—an

eMe ™ =e = e’ =1 <= (cos(a) + sen(a)i) (cos(a) — sen(a)i) = 1 <= cos*(a)+sen’(a) = 1.

Figura 1.2: Representacién de un niimero complejo e® de médulo 1 y argumento o.

Una propiedad importante es que todo nimero complejo distinto de cero tiene exactamente n
raices n-ésimas distintas en C. Por ejemplo, —1 = €', de modo que las tres raices cibicas de —1
son

z21 = (87”)1/3 — e(ﬂ/3)z == COS(7T/3) + Sen(ﬂ'/3)i S ﬁ’b

2 2
o — ( 37ri)1/3 _(3w/3)i _ mio_ .
2= (e =e =™ = cos(m) +sen(m)i = —1
, . 1
23 = (657”)1/3 = Om/3) — cos(5m/3) + sen (57 /3)i = e \ggz

Hemos utilizado que el argumento de —1 es el angulo m, pero también lo son 37 = 7+ 27 y
5t = m + 4. A partir de ahi, los argumentos que se forman sumando multiplos de 27 no aportan
nuevas raices cibicas.
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1.2. El espacio vectorial R"

Los ntimeros (reales o complejos) se suelen definir en fisica como magnitudes escalares. Hay
otras magnitudes llamadas vectoriales que “viven” en otro tipo de conjuntos: los espacios vectoriales.
Los espacios vectoriales mas conocidos son el plano y el espacio, pero veremos que hay muchos mas.
Por el momento introducimos el espacio vectorial R™ por su utilidad en los siguientes temas del
curso.

Se define R? como el conjunto de los pares ordenados de niimeros reales, es decir:

]RQ = {(xl,azg)/xl,:cg S R} .

Cada elemento (z1,72) de R? es un punto en el plano; la proyeccién sobre el eje horizontal es la
coordenada x1 y la proyeccién sobre el eje vertical es la coordenada x5. El punto (x1,z2) se llama
vector de R? y se puede representar por una flecha con origen en (0,0) y extremo en (z1,z2).
Trabajaremos fundamentalmente con dos tipos de operaciones con vectores: suma y producto por
escalares.

La suma de dos vectores de R? se realiza coordenada a coordenada: si z = (z1,22) e y = (y1,y2)
entonces

r+y=(x1,22) + (Y1, ¥2) = (1 + y1, T2 + ¥2).

La suma en R? hereda las propiedades de la suma de niimeros reales. El elemento neutro es el
vector (0,0) (también llamado vector cero) y el opuesto de v = (z,y) es —v = (—z, —y).
El producto de un ntimero A € R por un vector (x1,z2) de R? proporciona otro vector Az
definido por
A = Nx1,22) = (A\x1, A\22).

Los escalares se suelen denotar por letras del alfabeto griego: a, 5,7, A, i, . . .

Con estas dos operaciones (suma de vectores y producto de vectores por escalares), se dice que
el conjunto R? es un espacio vectorial. Este concepto lo generalizaremos en el capitulo 4, donde
también estableceremos las propiedades que relacionan la suma y el producto por escalares.

Tanto el espacio vectorial R? como las operaciones de suma y producto por escalares se gene-
ralizan a dimensiones mayores. Asi,

R? = {(21,22,23) / 71, 22,73 € R}
y, en general, para cada numero natural n > 2, se define el espacio vectorial
R™ = {(x17x2a"'7$n)/$i GR, Vi= 1,2,...,n}.

Por ejemplo, = = (2, —1,0, —2) es un vector de R* y el cero de R® es (0,0,0,0,0).

Recordamos a continuacion algunos de los conceptos fundamentales asociados al espacio vec-
torial R™, como son los de combinacion lineal, independencia lineal, conjunto de generadores, base
y dimensioén.

Un vector v € R™ es una combinacion lineal de vectores vy, v, ..., vr de R” si se obtiene de
los anteriores mediante sumas y productos por escalares, es decir:

v = Av1 + AU + - -+ ApUg.
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Por ejemplo,
(5,—-2,8) =2(1,—-1,1) + 3(1,0,2),

de modo que v = (5, —2,8) es una combinacién lineal de v; = (1,—1,1) y v2 = (1,0, 2).

Se dice que k vectores vi,ve,...,v; de R™ son linealmente independientes si ninguno de
ellos es combinacién lineal del resto. Por ejemplo, v; = (1, —1,1) y vo = (1,0, 2) son vectores de R3
linealmente independientes.

El conjunto U de todas las combinaciones lineales de k vectores vy, va,...,vr de R™ se llama
subespacio vectorial generado por vi,ve,...,v; y se denota por U =< {v1,v9,..., 05} >.
El conjunto B = {v1,vs,...,v;} se llama conjunto de generadores de U. Si B es linealmente

independiente se dice que B es una base de U. El nimero de elementos de B se llama dimension
de U y lo denotaremos por dim(U).

Hablando informalmente, un subespacio vectorial de R™ de dimensién k < n es un subconjunto
de R™ que se puede generar con un conjunto de k vectores linealmente independientes. Asi, la
dimension de un espacio o un subespacio vectorial es una medida del nimero maximo de direcciones
linealmente independientes que hay en él. Los subespacios vectoriales de R™ de dimensién 1 son
rectas y los de dimensién 2 son planos. Por ejemplo, en R? el subespacio U generado por los vectores
(1,0,0) y (0,1,0) es el plano horizontal, que tiene dimensién 2.

El conjunto C = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)} es una base de R™ llamada
base candnica. En particular, dim(R") = n.

Ejemplo: Se considera en R? el subconjunto U = {(:U, y,2) ER3 /y =20 — z} . Para probar que U
es un subespacio vectorial de R? y calcular una base de U, observemos que un vector genérico de
U tiene la forma (z,y,2) = (z,2z — 2, z). Por tanto:

U={(x,20—2,2) /x,2 € R} = {(x,22,0) + (0, —2,2) /z,2 e R} =
= {2(1,2,0) + 2(0,-1,1) /2,2 € R} =< {(1,2,0), (0,—1,1)} > .
Por tanto, U es un subespacio vectorial de R?, B = {(1,2,0),(0,—1,1)} es una base de U y

dim(U) = 2 (asi que U es un plano).

Producto escalar

El producto escalar se define como una operacién externa, que asigna a cada par de vectores de
R™ un nimero real x - y. En concreto, si x = (z1,22,...,2,) € y = (Y1, Y2, ..., Yn) son dos vectores
de R™, se define su producto escalar como

n
T-Y=2T1Y1 +T2Y2 + -+ TpYn = szyz
=1

El producto escalar permite definir una norma (o médulo). Si x = (z1,x9,...,2,) € R, se
define su norma como la raiz cuadrada positiva del producto escalar del vector por si mismo:

lall = Va7 = \Jad +ad+ -+ ad.
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Si z,y son dos vectores de R™ entonces ||z — y|| representa la distancia de x a y. En particular,
la norma de x representa su distancia al origen de coordenadas.

En R? el producto escalar usual de dos vectores z, y coincide con la definicién clasica en funcién
del angulo ¢ que forman z e y:

z-y = |z] [yl cos(¢).

En general dos vectores no nulos en R™ forman un dngulo y se cumple la misma férmula. Si
x = (z1,22,...,2,) €y = (Y1,Y2,...,Yn) son dos vectores no nulos de R™ entonces se define el
angulo que forman como el dngulo ¢ € [0, 7] que cumple la férmula:

©0s(0) = T Tal

Un coseno préoximo a 1 indica que las direcciones de x e y estan préximas.

Un concepto importante asociado al producto escalar es el de ortogonalidad. Se dice que dos
vectores x e y de R™ son ortogonales si z-y = 0 (es decir, forman un dngulo de 7/2). Un conjunto
de vectores {v1,v2,...,v5} de R™ es ortogonal si v; - v; = 0, Vi # j. Un conjunto de vectores
{v1,v9,...,u5} de R™ es ortonormal si es ortogonal y todos los vectores son unitarios, es decir
|lvill=1,Vi=1,2,...k.

Por ejemplo, el conjunto

{(/vav3.1/v3), (0,1/v2,-1/v2) |

es un conjunto ortonormal de R3.
De cada vector v distinto de cero se puede obtener un vector unitario con su misma direccion
y sentido sin mas que dividir por su norma.
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Capitulo 2

Matrices y determinantes

2.1. Introduccion

En este capitulo se introducen los conceptos basicos de la teoria de matrices, con especial
atencion a las operaciones elementales, que seran de mucha utilidad a lo largo del curso. Sus
primeras aplicaciones (incluidas en este tema) son el célculo del rango, la matriz inversa y el
determinante. Como aplicacién de los determinantes veremos la clasificacién de formas cuadraticas
no degeneradas.

2.2. Definicion y tipos de matrices

Se llama matriz real de p filas y n columnas a cualquier agrupacion de la forma

ail a2 - Qin
az1 G2 -+ A2p
A= . ;
a’pl ap2 DR apn
donde el elemento a;; € R ocupa el lugar correspondiente a la fila i y la columna j, con¢ = 1,2,...,p
yj=1,2,...,n. También diremos que A es una matriz de tamano p x n o de orden p X n.

Denotaremos por My, (R) el conjunto de todas las matrices de p filas y n columnas con
elementos en R. En notacién reducida, escribiremos A = (a;;) € Mpxn(R).

Son especialmente importantes las matrices cuadradas, que se caracterizan por tener el mismo
numero de filas que de columnas.

Podemos dividir cada matriz cuadrada A € M, x,(R) en tres partes:

e la parte diagonal, formada por los elementos a;; con i = j, es decir, a1, a2, ..., Gnn;

e la parte triangular superior, formada por los elementos que estan encima de la diagonal. Se
caracterizan por ser de la forma a;; con i < j;

e la parte triangular inferior, formada por los elementos que estan debajo de la diagonal. Se
caracterizan por ser de la forma a;; con i > j;
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La suma de los elementos diagonales de una matriz cuadrada A € M, x,(R) se llama traza
de A y se denota por tr(A). Es decir,

n
tr(A) = aii = a1 + a2 + -+ + .

=1

Las matrices cuadradas més simples son las diagonales. Una matriz cuadrada A € M, xn(R)
es diagonal si los elementos de fuera de la diagonal son todos ceros, es decir, a;; = 0 para todo
1 # j. Son de la forma

ail 0 . 0

0 ago 0
A= ,

0 0 o Qpn

También serdn importantes las matrices triangulares, que son aquellas en las que una de las
partes triangulares solo tiene ceros.

e Una matriz cuadrada A € M,,«,(R) es triangular superior si todos los elementos de la
parte triangular inferior son ceros. Por ejemplo,

A:

S O =
S W N
[\CRTENGTEN

e Andlogamente, una matriz cuadrada A € M, «,(R) es triangular inferior si todos los
elementos de la parte triangular superior son ceros.

Si A € Mpxn(R), se define su traspuesta (y se denota A’) como la matriz cuyas columnas
son las filas de A.

En general, cuando hagamos productos de matrices que incluyan vectores, estos se represen-
tardn en forma de columna. Si v € R" es un vector columna, el correspondiente vector fila es v':

U1
()] ‘
v= ) € Mpx1(R) = v" = (v1,v2,...,0,) € Mixn(R).

Un
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2.3. Operaciones con matrices

Suma de matrices

La suma es una operacién interna en My, (R). Dadas dos matrices A = (ai;) € Mpxn(R),
B = (bij) € Mpxn(R), se define su suma como la matriz A + B = (a;j + bi;j) € Mpxn(R), es decir,

ail a2 - Qin bir b2 -+ bip a1 +b11 a2 +bi2 -0 a, +biy

a1 a2 - a2y bar bay - boy a21 +ba1 age +b - azy+ba,
. + . ) . . = . . ) .

CLp1 CLp2 s apn bpl bp2 s bpn ap1 + bp1 ap2 + bp2 s apn + bpn

Es facil comprobar que (Mpxn(R),+) hereda las propiedades de la suma de niimeros reales.
El elemento neutro es la matriz nula

0 0 - 0
00 - 0

0= R . . EMan(R)-
00 0

Producto de una matriz por un escalar

Dada una matriz A = (a;;) € Mpxn(R) y un escalar A € R, se define AA = A(a;j) = (Aajj), es
decir,

a1 a2 - Qg Aair Aaiz -+ Aaig

a1 Gz - A2, Aag1 Aage - Aag,
A =

apl Gp2 - Qpp Aapt  Aapz - Aapn

Producto de matrices

Dados dos vectores u = (u1,u2,...,uy) y v = (v1,v2,...,v,) de R™, su producto escalar se
expresa en forma matricial como el producto de un vector fila por un vector columna. Usando
notacién de columnas como se indicé anteriormente:

U1
t v2
u'v = (ug,u2, ..., Up) . = uv1 + UgUy + - - - + unv, € R.

Un

En adelante usaremos esta expresién matricial para el producto escalar.
En el caso general, se define el producto de dos matrices A y B en funcién de los productos
escalares de las filas de A por las columnas de B: dadas dos matrices A = (aj;) € Mpxn(R) y
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B = (bij) € Muxq(R), podemos denotar las filas de A por uf,ub, ..., uj, y las columnas de B como
V1,02, ..., De esta forma, podemos definir el producto AB del siguiente modo:
“73 whop wlve oo uly,
t 13 t .. t
AB = & (vivg] - - ’%) = U2:v1 U2:U2 : U2:vq € MPXq(R)-
u'; u}ivl ugvg . uqu

Si denotamos C' = AB = (c¢;j) € Mpxqe(R), tenemos la siguiente expresion para cada una de
las entradas c;; de C:

n
Cij = a;1bij + aioboj + -+ + ainbyj = Z ik brj-
k=1

Obsérvese que para poder realizar el producto AB es necesario que el nimero de columnas
de A coincida con el nimero de filas de B. Por ejemplo, también es posible multiplicar un vector
columna de R™ por un vector fila, pero el resultado es muy diferente:

U1 uivr uUrvy - U1Vn

t uz U2v1 U2 - U2Un
uv' = } (v1,v2,...,0,) = . . . . € Mpxn(R).

Unp, UpV1 UpV2 -+ UpUp

Observaciones:
El producto de una matriz A € My, (R) por un vector columna b € R" se puede interpretar
como una combinacién lineal de las columnas de A; en concreto, si

b1
ba
A:(u1|u2||un) GMan(R) y b= . GRn,
by,
entonces:
b1
by
Ab= (wilug| - Jun) | . | =biur + boug + -+ + bpu, € RV
by,

Esta propiedad es bastante til y tiene una generalizacién que también usaremos mas adelante;
si expresamos la matriz A € M, (R) en notacién de columnas y B € My, »4(R) en notacién de
filas, entonces:

t
U1

;
)

AB = (uy|ug| -+ |uy) = ulvi + uzvé 4+ 4 unvfl € Mpyq(R).




2.3. Operaciones con matrices 19

Propiedades del producto de matrices

e El producto de matrices cumple la propiedad asociativa, es decir si A, B y C se pueden
multiplicar entonces ABC = (AB)C = A(BC).

e El producto de matrices cumple la propiedad distributiva respecto a la suma, es decir, si

A, B € Myun(R), C, D € Myyxq(R) entonces A(C'+ D) = AC+ AD, (A+B)C = AC+ BC.

e El producto de matrices tiene elemento neutro, llamado matriz identidad.

01 - 0

Se tiene que Al = A, VA € Mpn(R) e IB=B,VB € M;,R).

e El producto de matrices cuadradas no es conmutativo, es decir, si A, B € My xn(R), en
general AB # BA.

1 2 01_21#34_01 1 2
3 4 10/ \4 3 1 2) 10 3 4 )
e Recordemos que si el producto de dos niimeros reales es cero entonces al menos uno de ellos
debe ser cero. Esta propiedad no es cierta para matrices: si A, B € M, x,(R), en general

AB =0 # A = 00 B = 0. Esto tiene importantes consecuencias a la hora de resolver
ecuaciones con matrices.

Ejemplo:

Ejemplo: Consideremos la ecuacién X2 = X, con X € May2(R). Se tiene:
X=X X?-X=0<=X(X-1)=0.

En particular, X = 0 y X = I son soluciones de la ecuacién, pero no podemos deducir que
sean las unicas. Por ejemplo, para
_(1/2 1)2
X= ( 12 1/2 )

se cumple que X2 = X y por tanto X es solucién de la ecuacién (de hecho, todas las matrices
cuadradas 2 x 2 de rango 1 y traza 1 son soluciones de la ecuacién).!

!Esta propiedad se puede probar usando el teorema de Cayley-Hamilton, que se enuncia en el capitulo 5.
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Matriz inversa y potencia de una matriz

Para matrices cuadradas tiene sentido definir el concepto de matriz inversa y el de potencia
de una matriz.

Una matriz cuadrada A € M,,«,(R) se dice inversible si existe una matriz, que llamaremos
inversa de A y denotaremos por A~!, tal que AA~t = A~'A = I, donde I es la matriz identidad.

La siguiente propiedad se deduce inmediatamente de la definicién:

Inversa del producto: Si Ay B € M, x,(R) son inversibles entonces AB también lo es y
ademds (AB)~! = B~1A~1

Si A€ Muxn(R) y k> 2 es un nimero natural, la potencia k-ésima de A es la matriz que
resulta de multiplicar A por s misma k veces. Se denota por A*. Es decir,

AF=A-A... 4.
—_—
k
Por convenio, A% = I, A! = A.
En general es dificil encontrar la expresién general de A* en funcién de k. Sin embargo, es
sencillo para matrices diagonales: si A es diagonal entonces A* también es diagonal y ademés

k

aipy 0 -+ 0 afy, 0 - 0
0 agp -~ 0 0 af --- 0
0 0 - ap o 0 --- ak,

En el capitulo 5 se proporcionaran métodos para calcular la expresion de la potencia k-ésima
de una matriz.

2.4. Trasposicion de matrices

Recordemos que si A € My, (R) entonces A" € M,,»,(R) es la matriz cuyas columnas son las
filas de A.

Se cumplen las siguientes propiedades:

1 (AYf = A,V A € Mpyn(R).

2. (A+B)! = A+ B, VA, B € Myxn(R).

3. NA) = MAN VA € Mpun(R), VA ER.

4. (AB)! = B'AL, VA € Mpypn(R), ¥V B € Myyq(R).

5. Si A es inversible entonces (A?)~! = (4A71)%

En relacién con la trasposiciéon de matrices tenemos las siguientes matrices especiales:
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e Una matriz A = (a;j) € Myxn(R) es simétrica si A" = A, es decir, si

al-j:aji,Vi,jzl,Z...,n.

Ejemplo:
0 -1 1

La matriz A = -1 2 3 es simétrica.
1 3 1

La siguiente propiedad permite construir una matriz simétrica a partir de cualquier matriz
A € Mpxn(R) y serd importante en temas posteriores.

Si A € Mpyn(R) entonces A'A € M;,«,,(R) es simétrica.

e Una matriz A € M, x,(R) es ortogonal si AA" = A*A = I, es decir, si A es inversible y
Al = AL
Ejemplo: Si « es cualquier ntimero real, la matriz de rotacién de angulo «
e cos(a) —sen(a)
~ \Usen(a)  cos(a)
es ortogonal.

Una de las propiedades caracteristicas de las matrices ortogonales es que no modifican la
norma de los vectores, es decir, si A € My x»(R) es ortogonal y € R", entonces || Az|| = ||z]|.
En efecto, como A'A = I:

|Az|| = \/(Az)t(Az) = Vit At Az = Vate = |z|.

En la seccion 8 del capitulo 4 comentaremos méas propiedades de estas matrices.

2.5. Matrices elementales

Si A € Mpxn(R), se llaman operaciones elementales sobre las filas o columnas de A a
cualquiera de las siguientes transformaciones:

1. Permutar dos filas o dos columnas de A.
2. Sumar a una fila (o columna) de A un multiplo de otra fila (o columna) de A.

3. Multiplicar una fila o columna de A por un escalar no nulo.

Las operaciones elementales no afectan a la independencia lineal. Si una matriz A € My, (R) tiene
k filas linealmente independientes y se realizan operaciones elementales por filas en A entonces la
matriz resultante también tiene k filas linealmente independientes. Ademads, el subespacio de R"
que generan es el mismo.

Una matriz A € M« (R) es una matriz elemental si se obtiene como resultado de efectuar
una operacion elemental sobre las filas o columnas de la matriz identidad. Nos centraremos en
matrices elementales de filas; las matrices elementales de columnas se definen de manera andloga.
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Tipos de matrices elementales de filas

Distinguiremos tres tipos de matrices elementales de filas segin los tipos de operaciones ele-
mentales definidos anteriormente:

1. Fjj es la matriz obtenida al permutar las filas 7 y j en 1.
2. F;()) es la matriz obtenida al multiplicar la fila ¢ de I por un escalar A # 0.

3. Fj;(A\) es la matriz obtenida al sumar a la fila i de I la fila j multiplicada por el escalar .

Ejemplos:
Tomando I € M3yx3(R), tenemos

1
Fos=1 0
0

= o O

0 1 00
L],BRE)=(03 0], F302)=
0 0 01

S O =
O = O
= O N

Efectos de las matrices elementales

Las operaciones elementales sobre las filas y columnas de una matriz A pueden obtenerse como
resultado de multiplicar por una matriz elemental:

1. Realizar una operacion elemental sobre las filas de A € My, (R) es equivalente a multiplicar
A por la izquierda por la correspondiente matriz elemental de filas F' € My ,(R).

2. Realizar una operacién elemental sobre las columnas de A € My, (R) equivale a multiplicar
A por la derecha por la correspondiente matriz elemental de columnas K € M, (R).

Ejemplos:

) . 1 2 3
Consideremos la matriz A = < 15 6 ) )

1. Restar a la fila 2 de A la fila 1 multiplicada por 3 es equivalente a multiplicar A por la
izquierda por Fay(—3):

mean-(30)(228)-(1 2 2)

2. Permutar las columnas 1 y 3 de A es equivalente a multiplicar A por la derecha por Kis:

00 1
1 2 3 3 21
AK13:< ) 01 0 :< )
4 5 6 L0 o 6 5 4
Inversas de las matrices elementales

Es muy sencillo comprobar que todas las matrices elementales son inversibles y ademas su
inversa es la matriz elemental equivalente a la “transformacion inversa”. Asi,

(F) ' =F;, (FEN)T=EQ/N), (F;0) = Fi(=N).
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2.6. Forma escalonada y rango de una matriz

Consideremos una matriz A = (a;;) € Mpxn(R). Supongamos que la fila i de A no tiene todos
los elementos iguales a cero. Se llama entrada principal de la fila ¢ al primer elemento de dicha
fila distinto de cero, es decir, al elemento a;; tal que a;; # 0 y a;; = 0 para todo k < j.

Se dice que la matriz A € M,x,(R) estd en forma escalonada si cumple las dos siguientes
condiciones:

1. Si hay alguna fila de ceros, esta al final.

2. Si hay varias filas distintas de cero, entonces la entrada principal de cada fila no nula esta
més a la izquierda que la de la siguiente fila.

Se dice que la matriz A € M,x,(R) estda en forma escalonada reducida si cumple las
siguientes condiciones:

1. Estd en forma escalonada.
2. Todas las entradas principales son iguales a 1.
3. En cada columna donde hay una entrada principal, el resto de los elementos son ceros.

Ejemplo: La matriz

oo w
oHoo

estd en forma escalonada reducida. Se han resaltado sus entradas principales.

El siguiente resultado es clave para las aplicaciones de las operaciones elementales:

Reduccion de Gauss-Jordan: Toda matriz se puede transformar en una matriz en forma
escalonada reducida mediante operaciones elementales por filas.

Para cada matriz A € Mpy,(R), la matriz obtenida mediante el teorema anterior es tinica y
recibe el nombre de forma escalonada reducida de A. La denotaremos por rref (A).

Ejemplo: Hallar la forma escalonada reducida de

-1 -1 0 3 -2
3 3 2 -1 0
-3 -3 -2 1 0
2 2 3 0 -2

A=
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11 0 3 9 -1 -1 0 3 -2
A 3 3 21 0 e 002 80
= 3 23 2 1 o Fua(=3), B (2) 0O 0 -2 -8 6

9 2 3 0o —2) "miTe)iu 0 0 3 6 —6
-1 -1 0 3 -2 -1 -1 0 3 -2
Fﬂ:) 0 0 2 8 —6 E 0 0 2 8 —6
Fu(5/2) 0 00 0 O 0 00 -6 3
42 0O 00 —6 3 0 00 0 O
110 -3 2 1100 1/2
ACD 001 4 3| ™Y o010
000 1 —1/2 0001 —1/2
F5(1/2), F3(—1/6) 000 0 /0 Fi3(3) 00 00 /0
Por tanto,
10 0 1/2
rref (A) = 00 ! !
0 0 0 ~1/2
00 0 0 0

Rango de una matriz

Si A € Mpxn(R), se define el rango de A como el nimero de filas no nulas de la forma
escalonada reducida de A. Denotaremos el rango de A por rg(A).

Ejemplo: En el ejemplo anterior, rg(A) = 3.

Observacién: En la practica no es preciso calcular la forma escalonada reducida de A. El rango
de filas de A coincide con el nimero de filas no nulas de cualquier matriz escalonada obtenida
realizando operaciones elementales sobre las filas de A. De hecho, para calcular el rango de A se
pueden combinar operaciones elementales por filas y por columnas hasta obtener una matriz en
forma escalonada.

Como consecuencia de que la independencia lineal de un conjunto de vectores no varia por
operaciones elementales y el conjunto de filas no nulas de una matriz escalonada es linealmente
independiente, tenemos la siguiente propiedad:

El rango de una matriz A coincide con el nimero de filas linealmente independientes de A.

Observacién: El rango de A también coincide con el niimero de columnas linealmente independientes
de A. Esto es equivalente a decir que rg(A) = rg(A?).
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Rango y matrices inversibles

La siguiente propiedad serd de utilidad en la caracterizaciéon de matrices inversibles y el calculo
de la inversa.

Si A € Mpxn(R) es una matriz cuadrada y rref (A) no tiene filas de ceros entonces rref (A) = I.
Es decir, la forma escalonada reducida de las matrices n X n de rango n es la identidad.

La siguiente propiedad caracteriza las matrices inversibles en funcién de su rango, lo que per-
mite saber de forma sencilla si una matriz cuadrada tiene inversa o no.

Si A € Mpxn(R) es una matriz cuadrada entonces: A es inversible <= rg(A4) = n.

La prueba de esta propiedad es interesante porque proporciona la idea para calcular la inversa
de una matriz haciendo operaciones elementales. Recordemos que rref(A) se obtiene haciendo
operaciones elementales sobre las filas de A. Por tanto, rref (A) = F'A, donde F es una matriz que
resulta de multiplicar matrices elementales. En particular, F' es inversible. Asf:

e Si A es inversible entonces rref (A) = FA también es inversible . En particular, rref (4) no
tiene filas de ceros y el rango de A es n.

e Si el rango de A es n, entonces rref (A) = I. Esto quiere decir que existe una matriz F tal
que FA = rref (A) = I. Por tanto, A es inversible y F = A~!.
2.7. Calculo de la inversa

Como consecuencia de que la forma escalonada reducida de las matrices inversibles es la iden-
tidad, se tiene el siguiente resultado:

Toda matriz inversible A € M, x,(R) se puede transformar en la matriz identidad mediante
operaciones elementales por filas.

Esta propiedad permite calcular la inversa de A utilizando operaciones elementales del siguiente
modo: si F, Fy, ..., F} son las matrices elementales de filas por las que debemos multiplicar A para
llegar a la identidad, es decir, F}, ... Fo 4 A = I, entonces A~! = Fj, ... FbFy.

En la practica, se procede del siguiente modo: si escribimos la matriz ampliada (A|l), el
resultado de aplicar Fy, Fy, ... F}, sobre esta matriz es (I|A™1):

F1,Fs,....F _
(A|T) "2 (Fy .. . Ry FLA|F), ... o Fy ) = (I|A7Y).
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Ejemplo: Para calcular la inversa de
111
A= 1 2 0 |,
1 0 3

realizamos operaciones elementales sobre las filas de la matriz (A|l):

1 1 1/1 00\ Fu(-1) /1 1 1] 100
(A)=11 2 00 1 0 — 0 1 —1/—-1 1 0
1 03[0 01/ Fu(-1) \0 -1 2|-1 0 1
F(1)111100 Fo3(1) 110 3 -1 -1
25 1 —=1/-11 0 — 01 0/]-3 1
00 1[-2 1 1) Fs(-1) \0 0 1|-2 1 1
Pl 1 00| 6 -3 -2
= 01 0[-3 2 1 |=UA".
00 1]/-2 1 1
Por tanto,
6 —3 —2
A= -3 2 1
2 1 1

Observacion: En ningtin caso se pueden combinar operaciones elementales de filas y columnas para
calcular la inversa.

2.8. Determinantes

Las operaciones elementales también se usan como un método eficaz para calcular el determi-
nante de una matriz A € M, x,(R), teniendo en cuenta las siguientes propiedades:

a) Sumar a una fila o columna de una matriz un miltiplo de otra fila o columna no varia el valor
del determinante.

b) Permutar dos filas o dos columnas de una matriz hace que su determinante cambie de signo.

¢) Si A es una matriz triangular entonces su determinante es el producto de los elementos de la
diagonal.

De este modo, realizando operaciones elementales en A obtenemos una matriz en forma trian-
gular cuyo determinante se calcula haciendo uso de la propiedad c).
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Ejemplo:
1 1 2| Fyn(-1) |1 1 2| Fy 1 0 2
1 10 = 0 0 2| = —]0 -1 =2 |=—[1(-1)(-2)]=-2.
2 1 2] F3(-2) |0 -1 =2 0 0 -2

En ocasiones conviene combinar este método con el desarrollo por los elementos de una fila o
una columna (regla de Laplace).
Consideremos una matriz A = (a;;) € Mpxn(R). Si A;; es la matriz que se obtiene suprimiendo
en A la fila i y la columna j entonces, para cada fila i de A, se tiene:
n
det(A) =) (=1)"ay; det(Ay).
j=1
Esta formula permite expresar el determinante de una matriz de orden n en funcién del de-
terminante de n matrices de orden (n — 1). También se cumple una férmula andloga para cada
columna de A. En particular, se tienen las siguientes consecuencias:

1. Sin =2, entonces
a b
c d

‘:ad—bc.

2. Si A tiene una fila 0 una columna de ceros entonces |A| = 0.

3. Si el tinico elemento no nulo de la fila i es a;; entonces det(A) = (—1)"+Fay, det(Z,-;).

Ejemplo: En este ejemplo desarrollamos el determinante de A por los elementos de la fila 2.

1

N O =
—_ L
N O N

:3' 3‘:3(—2):—6.

Otras propiedades de los determinantes
1. (Férmula del producto): |AB| = |A| |B|, VA, B € My, xn(R).
2. |A! = |A|, VA € Muxn(R).

3. Si A € R entonces

a1 a2 - G1p ail a2 - Qg
Aair Aaig o A | = A @i Gt Qg
anl an2 Ann anl Gnp2 - Qpp

La misma propiedad es vélida si una columna esta multiplicada por el escalar A.
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4. [MNA] = A" |A]|, VA € Mpxn(R), VA € R. En particular, | — A| = (—=1)" |A].
5. Si A € Mpxn(R), entonces A es inversible si y solo si |A| # 0. Ademds, en ese caso,

1
Al ==
A7 Al

2.9. Formas cuadraticas

Una forma cuadratica sobre R" es una aplicacién w : R” — R definida por
w(r) =2'Az, VreR",

donde A € M, »n(R) es una matriz simétrica.

Si A = (aij) € Mpxn(R), entonces la forma cuadratica w(z) = z' Ax se expresa como:

a1 a2 - Glp 1
a1 a2 ---  aop ) n
w(zy, z2, ..., xn) = (T1,22,...,Tp) ] ] ) ] ) = Z AijTi%j.
: : ) : : )
Anl Ap2 - Gpn Tn

Reciprocamente, si tenemos una expresién extendida de la forma cuadratica como la anterior, po-
demos encontrar una tinica matriz simétrica A € M,,»,(R) tal que w(z) = 2'Az, Vo € R". Esta
matriz se llama matriz asociada a la forma cuadratica.

Ejemplo: La expresion matricial de la forma cuadratica

w(wl, 9, xg) = 2%% + 3%% + :L‘g - 4:E1562 + 2x1x3 - 2$2$3

es la siguiente:

2 =2 1 1
w(xy,x9,x3) = (21,22, 23) | —2 3 -1 xo | =2l Azx.
1 -1 1 T3

Formas cuadraticas degeneradas y no degeneradas

Si A € Myuxn(R) es una matriz simétrica y w : R® — R es la forma cuadratica definida por
w(z) = 2t Az, se dice que w es no degenerada si rg(A) = n, es decir, si |A| # 0. Si el determinante
de A es cero entonces se dice que la forma cuadrética w es degenerada.

Ejemplo: La forma cuadrética w(xy, x2, x3) = 2m%+3x%+x§—4$1x2+2$1m3—21‘2;33 es no degenerada
porque w(r) = x' Az, con
2 -2 1
Al=| -2 3 —1|=1%0.
1 -1 1
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Clasificacién de formas cuadraticas no degeneradas

Las formas cuadraticas no degeneradas w : R™ — R pueden ser de tres tipos.
(a) w es definida positiva si w(z) = 2'Az > 0,V # 0,
(b) w es definida negativa si w(z) = 2'Az < 0,V # 0,

(¢) w es indefinida si no tiene signo constante, es decir, si existen dos vectores z,y € R" tales que
w(z) >0, w(y) <0.

Una matriz simétrica A € My xn(R) se dice definida positiva, definida negativa o indefinida
segtin lo sea la forma cuadritica w4 : R” — R definida por wa(x) = 2! Ax.

Ejemplos:

1. w(z,y,2) = 22 +y>+ 22 es definida positiva ya que 22 +y? +22 > 0, V (z,y, 2) € R3 y ademés
P4+ =0=r=y=2=0.

2 es indefinida ya que, por ejemplo,

2. w(z,y,2) =22 +y?— 2
w(1,0,0)=1>0 ; w(0,0,1)=—1<0.

Ademsds es no degenerada ya que

10 0 T
OJ(I',y,Z) = (:E’ya Z) 0 1 0 Yy = l'tAﬂl',
0 0 -1 z

con |A|=—-1#0.

Si la matriz asociada es diagonal, es sencillo deducir que la forma cuadrética es definida positiva
si todos los elementos de la diagonal son positivos, definida negativa si todos los elementos de la
diagonal son negativos, e indefinida si hay elementos de signos distintos.

Sin embargo, en general es dificil determinar directamente la clasificacién de w si la matriz
asociada no es diagonal. Por ejemplo, la forma cuadratica

2 2 2
w(z1,x2, x3) = 207 + 325 + 25 — dx129 + 27123 — 20273

es definida positiva, pero no es inmediato deducirlo a simple vista.

Uso de los menores principales

Las formas cuadraticas no degeneradas se pueden clasificar analizando el signo de los menores
principales de la matriz.
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Si A = (aij) € Muxn(R) entonces para cada k = 1,2,...,n, se llama menor principal de
orden k de A, y se denota por Ay, al siguiente determinante:

aip a2 - Qg

a1 a2 - A2k
A =

ak1 Ak - Ak

Caracterizacién de matrices definidas positivas: Si A € M,,»,,(R) es una matriz simétrica
entonces A es definida positiva si y solo si todos los menores principales de A son mayores que
cero.

Ejemplo: Consideremos la forma cuadratica w : R? — R definida por w(z) = 2! Az, donde

2 -2 1
A=| -2 3 -1
1 -1 1
Los menores principales de A son:
5 _9 2 -2 1
A1=2>0; Ay= =2>0; Az=| -2 3 -1 |=1>0.
23 1 -1 1

Como todos son positivos, A es definida positiva.

El resultado anterior se puede aplicar también a matrices definidas negativas, teniendo en
cuenta que A es definida negativa si y solo si B = —A es definida positiva y que si Ay € M« (R)
entonces det(—Ay) = (—1)* det(A). De este modo se obtiene el siguiente resultado:

Caracterizacién de matrices definidas negativas: Si A € M,,»,,(R) es una matriz simétrica
entonces A es definida negativa si y solo si los menores principales de orden impar son menores
que cero y los de orden par son mayores que cero, es decir, A1 < 0, Ay >0, A3 <0, ...

El uso de los menores principales se puede resumir en el siguiente resultado:

Claasificaciéon de formas cuadraticas no degeneradas: Si A € M,,»,(R) es una matriz
simétrica con |A| # 0 entonces la forma cuadratica w(x) = x'Azx se clasifica en funcién de los
menores principales del siguiente modo:

(a) Si todos los menores principales de A son positivos entonces w es definida positiva.

(b) Si los menores principales de orden impar son negativos y los de orden par son positivos
entonces w es definida negativa.

(¢) En cualquier otro caso, w es indefinida.




Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones lineales

3.1. Introduccién

Este capitulo esta dedicado a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, lo que incluye el
estudio de la compatibilidad del sistema (existencia de soluciones), la determinacién del conjunto
de soluciones y la interpretacion geométrica de dicho conjunto. El método principal de resolucién
es el método de Gauss, basado en operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada del
sistema.

3.2. Expresion matricial

Un sistema de p ecuaciones lineales con n incégnitas en R es un conjunto de expresiones de
la forma

a11x1 + a1are + -+ + a1pxy, = by

a2171 + a2%2 + - - - + GapTy = by

ap1T1 + ap22 + -+ App Ty = by,

donde los elementos a;; € R se llaman coeficientes del sistema, b; € R se llaman términos indepen-
dientes y x; se llaman incdgnitas.

El sistema es homogéneo si b; = 0,Vi = 1,2,...,p. En otro caso diremos que es no ho-
mogéneo.

El sistema se puede expresar en la forma matricial Az = b, donde

a1l a2 -+ Qln b1 1

a1 a - Qop bo ) T2
A= ] L . e Mpn(R) 5 b= . eRP ; =

apl Gp2 - Qpp by Tn,

La matriz A se llama matriz de coeficientes del sistema y b es el término independiente.
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La matriz
a1 a2 - Gin | b
a1 a2 -+ Qg | bo
(Alb) = : : : : ; € Mpx(ni1)(R)
apl Gp2 - apn | bp

se llama matriz ampliada del sistema. Cada una de las ecuaciones se puede identificar con la
correspondiente fila de la matriz (A|b). Obsérvese que el nimero de columnas de A coincide con el
ntmero de incégnitas del sistema.

3.3. Existencia de soluciones

Dado un sistema de p ecuaciones lineales con n incoégnitas Ax = b, las soluciones son vectores
de R™. Un vector v = (v1,v2,...,v,) € R™ es una solucién del sistema si Av = b.

Resolver el sistema es determinar el conjunto de sus soluciones. Si no existe ninguna solucién,
el sistema es incompatible. Si existe alguna solucién, diremos que el sistema es compatible
determinado si la solucién es tinica y compatible indeterminado si existe més de una solucién.

Recordemos que la expresién matricial del producto Az = b se puede escribir en términos de
las columnas de A como

T2
Az = (uplug|---|up) . = x1uy + ToUs + -+ + TpU, = b.
Tn

De aqui se obtiene que el sistema Ax = b es compatible si y solo si b es combinacién lineal de las
columnas de A. Asi, la compatibilidad del sistema se puede estudiar usando el rango de matrices:

Teorema de Rouché-Frobenius: El sistema de ecuaciones lineales Az = b es compatible si y
solo si rg(A) = rg(A|b).

Eliminacién gaussiana

Las operaciones elementales por filas proporcionan el método mas sencillo para resolver siste-
mas de ecuaciones lineales y determinar si son compatibles determinados o indeterminados.

Resolucion de sistemas por el método de Gauss: Consideremos un sistema Az = b de p
ecuaciones lineales con n incégnitas. Si efectuamos operaciones elementales sobre las filas de la
matriz ampliada (A|b) hasta obtener una nueva matriz (A’|b’) entonces los sistemas Az = by
A’z = b son equivalentes, es decir, tienen el mismo conjunto de soluciones.

La prueba es un simple ejercicio usando matrices elementales: si Fy, Fo, ..., Fj son las matrices
elementales correspondientes a las operaciones por filas sobre (A|b) y F = Fj...F2F;, entonces
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(A'lt) = (FA|Fb) y el nuevo sistema es FAz = Fb, que es equivalente a Az = b ya que F es
inversible.

Utilizando este resultado, para resolver un sistema (compatible) se realizan operaciones ele-
mentales sobre las filas de (A|b) hasta obtener su forma escalonada reducida (A’|b"). Denotemos
r = rg(Al|b) = rg(A'|Y). El sistema A’z = V' se resuelve de forma inmediata, despejando las r
incognitas correspondientes a las entradas principales. De este modo, tenemos:

e Sirg(A) =rg(A|b) = n (n = nimero de incégnitas =ntimero de columnas de A) entonces
el sistema es compatible determinado.

o Sirg(A) =rg(Al|b) < n entonces el sistema es compatible indeterminado y el conjunto de
soluciones se puede escribir en funcién de las (n — r) incégnitas que no corresponden a
entradas principales de rref (A) (incégnitas libres).

3.4. Sistemas compatibles determinados

Cuando A es una matriz cuadrada, el criterio para determinar si el sistema Az = b es compa-
tible determinado depende solo de la matriz A:

Si A € Muxn(R) ybe R™ entonces el sistema Az = b tiene solucién unica si y solo si rg(A) = n. ‘

Este resultado es consecuencia de que la matriz (Alb) tiene n filas. Por tanto, si rg(A) = n,
necesariamente rg(A|b) = n.

Combinando varios resultados que hemos ido obteniendo, podemos enunciar la siguiente ca-
racterizacion de las matrices inversibles:

Las siguientes propiedades son equivalentes para una matriz A € M, (R):

1) A es inversible.

(1)

(2) rg(4) =

(3) det(4) # 0.
(4)

El sistema Az = b es compatible determinado para cada b € R™.

Observacién: Si A € M, (R) es inversible, entonces la tinica solucién del sistema Ax = b se puede
escribir en la forma x = A~'b. Sin embargo, en la prictica no es computacionalmente adecuado
calcular la inversa de A para resolver el sistema.

3.5. Sistemas compatibles indeterminados

Una de las caracteristicas especiales de los sistemas de ecuaciones lineales es que, aunque el
conjunto de soluciones puede ser infinito, siempre queda determinado por un conjunto finito de
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vectores de R™.
Comenzamos analizando el caso de sistemas homogéneos.

Sistemas homogéneos

Consideremos un sistema homogéneo Az = 0, donde A € My, (R). En primer lugar, obser-
vemos que un sistema homogéneo siempre es compatible, ya que x = 0 es solucién. El conjunto de
soluciones se denomina ntcleo de A y se denota por Ker(A), es decir,

Ker(A) = {z € R" / Az = 0}.

Discusion de sistemas homogéneos:

e Si A€ Mpun(R) yrg(A) =n entonces el sistema Az = 0 es compatible determinado y su
unica solucién es el vector cero (Ker(A) = {0}).

e SiAe Mpn(R)yrg(A) =1 < nentonces el sistema Az = 0 es compatible indeterminado y
el nicleo de A es el conjunto de todas las combinaciones lineales de k vectores uy, us, . . ., ug
de R", donde k = n — r. Es decir,

Ker(A):{)\1U1+)\2u2+---—|—)\kuk/)\i6R,izl,...,k}z< {ul,u2,...,uk}>.

En particular, dim(Ker(A)) = n —rg(A).

Por tanto, resolver el sistema homogéneo Ax = 0 en el caso compatible indeterminado equivale
a calcular una base del nicleo de A.

Los vectores uy, us, . .., u; de la base se determinan despejando las incégnitas correspondientes
a las entradas principales de la forma escalonada reducida de A en funcién del resto.

Ejemplo: Consideremos el sistema

111 1 * 0
1200 Y1=1|o
102 2 i 0

Realizando operaciones elementales sobre las filas de la matriz A, tenemos:

O O O NI 2 U T S N2 S B
A=l1 200 ™59 (01 -1 1 |™CY [0 1 -1 -1
102 2 10 2 0 -1 1 1

o (101 10
20001 -1 -1 |5 [0 1 -1 -1 | =4 =rmref(A).
0 0 0 0
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Comorg(A) =rg(A’) = 2 < 4 = ntimero de incégnitas, el sistema es compatible indeterminado.
Ademss, el conjunto de soluciones de Az = 0 coincide con el conjunto de soluciones del sistema
equivalente A’z = 0, es decir, del sistema

[@]+2:+2t=0
—z—t:O.

Despejando las incognitas x e y correspondientes a las entradas principales en funcion de las incogni-
tas libres z y t, tenemos que el conjunto de soluciones es:

Ker(A) = {(m,y,z,t) ERYJr=-2:-2t,y= z—l—t} ={(-2z—2t,z+t,z,t)/z,t € R} =
= {2(=2,1,1,0) + £(~2,1,0,1) / z,t € R} =< {(=2,1,1,0),(=2,1,0,1)} > .

El conjunto de soluciones es un plano de RY. Més concretamente, es el subespacio de R* de dimen-
sién 2 formado por todas las combinaciones lineales de u; = (—2,1,1,0) y ug = (—2,1,0,1).

Sistemas no homogéneos.

Consideremos ahora un sistema no homogéneo Az = b, con A € My, (R) y b € RP.

El sistema es compatible indeterminado si rg(A) = r = rg(A|b) < n. En este caso, el conjunto
de soluciones esta determinado por los kK = n —r generadores del nicleo de A y un vector p llamado
solucion particular. En concreto, se tiene el siguiente resultado:

Sirg(A) =r =rg(Alb) < n entonces el conjunto de soluciones del sistema Az = b es
S={p+Mur+Xug+ -+ up /X €R,i=1,... k} = pt+ <{ur,ug, ..., up} >,

donde p es una solucién de Az = b (es decir, Ap = b) y {ui,u2,...,ux} es una base de Ker(A).
En notacién abreviada, escribiremos el conjunto de soluciones en la forma S = p 4+ Ker(A).

Ejemplo: Consideremos el sistema

111 x 1
120 y | =11
10 2 2 1
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En primer lugar, rg(A[b) = rg(A’|/) = 2 < 3 = ntimero de incégnitas, y por tanto el sistema es
compatible indeterminado. Ademas, el conjunto de soluciones de Ax = b coincide con el conjunto
de soluciones de A’z = V/, es decir, del sistema

r+2z=1
y—z=0.
Despejando x = 1 — 2z, y = z, tenemos que el conjunto de soluciones es
S={(z,y,2) eR®Jy=2,2=1-22} ={(1 —22,2,2) [z €R} =
={(1,0,0) + 2(—=2,1,1) /z € R} = (1,0,0) + < {(—2,1,1)} >.
—— ~

p Ker(A)

3.6. Soluciones de un sistema en el sentido de minimos cuadrados

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales Az = b, donde A € Mp«,(R) y b € RP. Se
define la imagen de A, y se denota por Im(A), como el subespacio generado por las columnas de
A. El enunciado del teorema de Rouché-Frobenius es equivalente a decir que el sistema Az = b es
compatible si y solo si b € Im(A).

En el caso de que el sistema sea incompatible, se puede buscar una “solucién aproximada”.
Una posibilidad es determinar el vector ' € Im(A) cuya distancia al término independiente b sea
la menor posible. Los vectores xg € R" tales que Axzg = b’ serén lo que llamaremos soluciones del
sistema Ax = b en el sentido de minimos cuadrados.

Im(A)

Y

b’ = A(IZ‘O

Figura 3.1: Interpretacién geométrica del problema de minimos cuadrados. El plano sombreado es
la imagen de A. El vector xq es solucién de Az = b en el sentido de minimos cuadrados si b’ = Axg
es la proyeccién ortogonal de b sobre Im(A).

Dicho de otro modo, si A € Mpxn(R) y b € RP, entonces g € R" es una solucién en el
sentido de minimos cuadrados del sistema Ax = b si se cumple la siguiente igualdad:

|Azg — b|| = min{||Az — b|| /= € R"}.
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La distancia minima de b a la imagen de A es la distancia de b a la proyeccién ortogonal de b
sobre Im(A), es decir, al tinico vector b’ € Im(A) tal que (b — b’) es ortogonal a todos los vectores
de la imagen de A. Por tanto xg es una solucién de Az = b en el sentido de minimos cuadrados si
y solo si v = Axg — b es ortogonal a las columnas de A. Esto es equivalente a la relacién

At(Al‘O - b) =0.

Por lo tanto, se cumple el siguiente resultado:

Soluciones de minimos cuadrados: Consideremos el sistema Az = b, donde A € M,x,(R) y
b € RP. Un vector x( es una solucién en el sentido de minimos cuadrados de Ax = b si y sélo si

AtAl'o = Atb

El siguiente resultado es una consecuencia de que en RP siempre es posible calcular la pro-
yeccion ortogonal de un vector b sobre un subespacio U. Ademads, si b € U entonces la proyeccién
ortogonal es el propio b.

Si A € Mpxn(R) y b € RP, entonces el sistema A'Ax = A'b es compatible. Ademads:

(1) Si Az = b es compatible entonces el conjunto de soluciones de A*Ax = A'b coincide con el
conjunto de soluciones de Az = b.

(2) Si Az = b es incompatible entonces el conjunto de soluciones de A*Az = A'b coincide con
el conjunto de soluciones de Ax = b en el sentido de minimos cuadrados.

(3) El sistema A'Az = A'b tiene solucién unica si y solo si rg(A) = n.

Ajuste polinémico de datos mediante minimos cuadrados

Una de las principales aplicaciones del método de minimos cuadrados es el ajuste de datos.
Supongamos que se calcula experimentalmente el valor de una cierta magnitud y que se supone
que es funcién polindémica de otra magnitud x:

y=p(z) = ag+ a1z + agz® + - + apaz™.

Si se realizan k experimentos en los que se obtienen las mediciones yi,¥2,.. .,y para los datos
de entrada respectivos x1,xo,...,zk, los coeficientes del polinomio p(x) vendrian dados por las
soluciones del sistema de ecuaciones lineales

y1:a0+a1x1+a2x%+~-+anz’f

y2=a0+a1$2+a2$%+“'+an$g

Y = ag + a1xk —i—aga:% + - 4 apxl,
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0, en forma matricial,

aop
1 oz 22 xy Y1
1 x9 a2 zh “ Yo
2 2 a =
1 xp azi xy Yk
Qnp —_———’
A b

Si el sistema Ax = b es compatible entonces la grafica del polinomio cuyos coeficientes son la
solucién del sistema pasa por todos los puntos (1, 1), (x2,¥2), - .., (k, yx). Si no es compatible, la
solucién del sistema de ecuaciones A*Ax = A'b proporciona los coeficientes del polinomio de grado
n que mejor ajusta los datos en el sentido de minimos cuadrados.

Ejemplo: Encontrar la recta y la pardbola de ajuste en el sentido de minimos cuadrados para los
siguientes datos:
x| -2 -1
Y ‘ 3 1

La recta tiene la forma y = ag + a1z, de modo que buscamos la solucién de minimos cuadrados del
sistema

1 2
15

1 -2 3
1 -1 ap\ | 1
11 <a1>_ 1
1 2 5

T/ T/

El sistema de minimos cuadrados A*Ax = Ab es

(o) ()= (%)

Por tanto, ag = 5/2, a1 = 2/5 y la recta es y = 2 + 2z (linea azul en la figura 3.2).

Si ahora buscamos la pardbola y = ag + a1z + a2z que ajusta mejor estos datos en el sentido
de minimos cuadrados, planteamos el sistema

1 -2 4 3
1 -1 1 S N
1 11 “a =1
1 2 4 a2 5
El sistema de ecuaciones A'Ax = Alb es
4 0 10 ap 10
0 10 0 a | =1 4 |,

10 0 34 as 34
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y tiene como solucién (ag, a1, as) = (0,2/5,1). En consecuencia, la ecuacién de la parédbola de ajuste

€S
9 2 2
Y =ag+ a1r + axx :gx—i-x.

En la figura 3.2 se representa la pardbola en trazo de color negro.

Figura 3.2: Aproximaciones lineal (en azul) y cuadratica (en negro) de los datos (puntos rojos).
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Capitulo 4

Espacios vectoriales y aplicaciones
lineales

4.1. Introduccion

En este capitulo se introducen la definicién de espacio vectorial y los principales conceptos
relacionados (subespacio vectorial, independencia lineal, generadores, base y dimension), que gene-
ralizan a los ya conocidos para R™. También se interpretan las matrices como aplicaciones lineales.

4.2. Espacios y subespacios vectoriales

Se llama espacio vectorial sobre R o espacio vectorial real a un conjunto V' dotado de dos
operaciones:

e Una operacién interna (suma), con las propiedades habituales: asociativa, conmutativa, exis-
tencia de elemento neutro (cero) y existencia de elemento opuesto (—v) para cada v € V.

e Una operacién externa (producto por escalares) que asigna a cada escalar A\ € R y a cada
elemento v € V un nuevo elemento Av € V, de tal forma que se cumplen las siguientes
propiedades:

AMv+w) =+ Iw, VAR, Vo,weV.

(A trpv= 4+, VN peR, VoeV.

(A =Apv), YA, peR, Voe V.

. lv=wv,Vv €V, donde 1 es el elemento neutro del producto en R.

S N

A los elementos de V' los llamaremos vectores y a los elementos de R los llamaremos escalares.
Generalmente denotaremos a estos iltimos con letras del alfabeto griego.

Ejemplos:

1. R™ es un espacio vectorial real con las operaciones usuales de suma y producto por escalares.
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2. El conjunto My, (R) de las matrices reales de p filas y n columnas es un espacio vectorial
sobre R con las operaciones definidas en el capitulo 2.

3. El conjunto C(R) = {f : R — R/ f es continua} es un espacio vectorial real con las operacio-
nes habituales de suma de funciones y producto de un escalar por una funcién.

Muchos de los conceptos definidos para R™ se extienden a otros espacios vectoriales. A conti-
nuacion repasamos algunos.

Subespacios vectoriales

Un subconjunto U de un espacio vectorial V' es un subespacio vectorial de V si cumple las
siguientes propiedades:

(1) 0eU.

(2) ug +ug €U, Yuj,ug €U.
(B) MueU,VAXeR,Yuel.
Ejemplos:

1. Si A € Mpyn(R), entonces Ker(A) = {z € R" / Ax = 0} es un subespacio vectorial de R" e
Im(A) es un subespacio vectorial de RP.

2. El conjunto U = {A € My, (R) / A* = A} de las matrices simétricas de tamafio n X n es un
subespacio vectorial de M, (R).

3. El conjunto W = {A € Max2(R)/ det(A) = 0} no es un subespacio vectorial de Max2(R).

Aunque 0 € W, veamos que no se cumple la propiedad (2); para ello basta tomar

10 0 0
Al_(o 0>’A2_<0 1)'

Es claro que A; y Ay pertenecen a W ya que |A4;| = | A2 = 0. Sin embargo,

1
|m+@p'02F1#h:m+@¢W

Al igual que en R™, si v1,v9,...,v, son n vectores de un espacio vectorial V' 'y A1,..., A, son
numeros reales, entonces cualquier vector de la forma

V= AU+ Agv2 + - Apup

se llama combinacién lineal de vy, vs,...,v,.

Si U es un subespacio vectorial de un espacio vectorial V, diremos que un subconjunto S
de U es un conjunto de generadores de U si todo vector de U es combinacién lineal de vec-
tores de S. Si S es un conjunto de generadores de U, diremos que U es el subespacio generado por S.
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Ejemplo: El subespacio vectorial de las matrices simétricas 2 x 2 es

U:{(‘; i)/a,b,cER}:{a<é 8>+b<(1) é)—i—c(S ?)/a,b,ceR}.
Por tanto,
()2 )

es un conjunto de generadores de U.

4.3. Independencia lineal

Los conceptos de dependencia e independencia lineal se extienden de manera natural a cualquier
espacio vectorial.

Si V' es un espacio vectorial y S es un subconjunto de V', diremos que un vector v € V' depende
linealmente de los vectores de S si v es combinacién lineal de vectores de S, es decir, si existen
AMyeo s A ER, vy, 00, ..., v, € 5 tales que v = Ajv1 + Agvg + - - ApUn.

Un conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno de ellos es combinacién
lineal del resto. Se llama rango de un conjunto de vectores al nimero de vectores linealmente
independientes que contiene. Por tanto, un conjunto de n vectores es linealmente independiente si
y solo si su rango es n.

Si V= R" entonces estudiar si un conjunto de vectores S es linealmente independiente se
reduce a calcular el rango de la matriz que tiene como filas los vectores de S.

Ejemplo: Si S = {(1,2,1,1),(-1,1,0,0),(1,5,2,2)}, entonces:
1 211 Fy (1) 1 2 1 1Y\ F(-1) 1 211
rg(S)=rg| -1 1 0 O = gl 03 11 = gl 0311 ]|=2
15 2 2) m(- 0311 0000

Por tanto, S no es linealmente independiente.
Observacién: Si solo se realizan operaciones elementales por filas en A para determinar una matriz
escalonada A’ y obtener el rango de S entonces el subespacio generado por S coincide con el
subespacio generado por las filas no nulas de A’.

En el ejemplo anterior,

U =<8 >=<{(1,2,1,1),(~1,1,0,0),(1,5,2,2)} >=< {(1,2,1,1),(0,3,1,1)} > .
4.4. Bases y dimension

Un conjunto linealmente independiente de generadores de un espacio o un subespacio vectorial
V se llama base de V.

Ejemplo:

. B 1 0 01 0 0 0 0
El conjunto B_{<0 O)’(O 0>,<1 0>,<0 1)} es una base de Mayxo(R).
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Dimension

Todas las bases de un espacio vectorial V' tienen el mismo numero de vectores. El niimero de
vectores de cualquier base de V' se llama dimensién de V' y se denota por dim(V).

Ejemplo: dim (Mayx2(R)) =4 y, en general, dim (M, (R)) = p.n.

Observacién: Si V' = {0} entonces no existe ninguna base de V y, por convenio, definiremos
dim(V) = 0.

Calculo de la dimension de un subespacio vectorial

e En primer lugar, si V =< {vy,v2,...,v,} > entonces dim(V') = rg({vi,va,...,vp}).

Ejemplo: Consideremos el subespacio U =< {(1,2,1,1),(0,1,—-1,-1),(0,0,0,1)} >. Entonces

1 2 1 1
dim(U)=rg| 0 1 -1 -1 | =3.
00 o0 1

e Ya sabemos que si A € M, (R) entonces Ker(A) es un subespacio de R" y

dim(Ker(A)) =n —rg(A).

Esta propiedad se puede extender a cualquier espacio vectorial de dimensién finita V: Si U
es un subespacio de V entonces la dimensién de U es igual a la dimensién de V' menos el
nimero de ecuaciones linealmente independientes que definen a U.

Por ejemplo, si U = {A = (aij) € M3xa(R) /a1 = aze = as3 = 0}, entonces

dim(U) = dim (M3x4(R)) =3 =12 -3 =09.

4.5. Cambio de base en R"

La siguiente propiedad es una consecuencia de la definicion de base y permite introducir el
concepto de vector de coordenadas:

Coordenadas de un vector: Si B = {uj,us,...,u,} es una base de R™ entonces cada vector
x € R" se puede escribir de modo tinico como

T = AMur + Aug + - -+ AUy,

El vector (A1, Ag,...,A,) se llama vector de coordenadas de x respecto de la base B y se suele
denotar z = (A1, A2, ..., \p)B-
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Ejemplo:
Calcular las coordenadas del vector z = (1,0,0) € R? respecto de la base

B={(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)}.
Escribiendo (1,0,0) = (a, 8,7)5, se tiene:

(1,0,0) = a(L,1,1) + B(1,2,0) + 7(0,0,1) = (a + B, + 28,0 +7) <

a+ =1 a=2
= a+26=0 <=« f=-1
a+v=0 v = -2

Por tanto, (1,0,0) = (2,—1,—2)3.

Si B es una base de R" y x = (A1, A2, ..., A\n)p entonces denotaremos
A1
A2
Ip = .
An
Si consideramos la base candnica C, entonces las coordenadas de un vector z = (x1,x2,...,Zp)
respecto de C son precisamente (z1, 22, ..., Ty), es decir,
Z1
T2
xc = r =
Tn

A continuacién veremos cémo cambian las coordenadas de un vector z al cambiar de base.

Si B = {uy,ug,...,uy} es una base de R", la matriz Pgc € My, xn(R) es la matriz de cambio
de base de B a la base candnica C si Pge xp = x¢, Vo € R™.
Observemos que si * = (x1,22,...,2n) € R™ y (A1, A2,...,\,) es su vector de coordenadas

respecto de B, entonces:

xe = = AMuy + doug + -+ Ay, = (ug|uz| - - |uy) . = Ppc .

Por tanto, tenemos la siguiente propiedad:
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Si Si B = {uy,ug,...,u,} es una base de R™ entonces la matriz de cambio de base de B a C es la
matriz cuyas columnas son los vectores de B, es decir,

Pge = (ug|ug| - |up) € Mpxn(R).

Ejemplo: Si B ={(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)}, entonces la matriz de cambio de base de B a C es
11110
Ppe = 11210
1101

De modo andlogo, si By B’ son dos bases de R" se define la matriz de cambio de base Py de
B’ a B como la que tiene la siguiente propiedad:

Pgpry = x5, Vo € R".

El cambio de base de B’ a B se puede hacer utilizando las siguientes propiedades:

Si B y B’ son dos bases de R" entonces:
1. Pge es inversible y (ch)_l = Peg.

2. P = PepPsc = (Ppe) ' Pare.

Ejemplo:
La matriz de cambio de base de C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a B = {(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)}

€S
-1

110 2 =10
Peg=(Pse) '=11 2 0 = -1 10
1 0 1 -2 11
4.6. Bases ortonormales
Una base B = {u1,ug,...,u,} de un subespacio vectorial U de R" es una base ortonormal si

. . ’ . t L .. . t L
todos los vectores son unitarios y ortogonales entre si, es decir, u; u; = 0si ¢ # j y u; u; = 1 para
todot=1,2,...,p.
Una de las propiedades mas interesantes de las bases ortonormales es su relacién con las ma-
trices ortogonales, como muestra el siguiente resultado:

Una matriz P € M, «,(R) es ortogonal si y solo si sus columnas son una base ortonormal de R™.
En particular, la matriz de cambio de coordenadas Pp¢ es una matriz ortogonal si y solo si B es
una base ortonormal.




4.6. Bases ortonormales 47

En efecto, denotemos por wuj,ug, ..., u, las columnas de P. Dado que rg(P) = n, el conjunto
B = {uy,ug,...,uy} es una base de R". Ademsds,

uj
t t . . .

Uy uu; =0, sii#j

P'P = ) (uplugl - |uy) = I <= v 7 <= B es ortonormal.
ulu; =1, Vi=1,2,...,n
Up,

Construccion de bases ortonormales

El procedimiento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt permite calcular una base ortonormal
de un subespacio vectorial U de R™ a partir de una base de U. Si B = {v1,v2,...,v,} es una base
de U se construye una base ortonormal 7" = {uy, us, ..., u,} de U a partir de B del siguiente modo:

(1) Se construye u; dividiendo v; por su norma:

1
Ul = —01.
[[oa]l

(2) Para cada i > 2 se construye u; en dos etapas:

(2.1) Se calcula un vector u; dado por:
i—1
ﬂz‘ = V; — Z (vfuj) Uj = V; — (vful) Uy — - — (vfui_l) Ui—1-
j=1

(2.2) Se normaliza el vector u;:
1

U; = ———1Uj.
ol

Ejemplo: Vamos a calcular una base ortonormal del subespacio U =< {(1,0,1),(1,1,1)} >.
Denotemos por v; = (1,0,1), v2 = (1,1, 1). Entonces:

U1 1

1 1
el T ALY = <\/§’O’ ﬁ) ’

iy = vy — (v w1)w = (1,1,1) — \% <\}§,0, \2) =(1,1,1) — (1,0,1) = (0,1, 0);

U2

[l

(% = (0,1,0).

El conjunto T' = {uj,us} = {(%, 0, %) , (0, 1,0)} es una base ortonormal de U.
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4.7. Aplicaciones lineales

Si V y W son dos espacios vectoriales, una aplicacion L : V — W es una aplicacién lineal si
cumple las siguientes propiedades:

1. L(z+y) = L(z) + L(y) ,Yz,y € V.
2. L(\x) = A\L(z) , VA eR,Vz e V.
De estas propiedades se obtiene por induccién que
L(A\v1 + Agvg + -+ Apop) = M L(v1) + Ao L(v2) 4+ - - + A L(vy)

donde Ai, Ag,..., Ay € R, v1,v9,...,v, € V. En otras palabras, si L : V — W es una aplicacién
lineal entonces la imagen de la combinacién lineal de n vectores de V es igual a la combinacién
lineal de sus imagenes.

Ejemplo: La aplicacién D : C}(R) — C(R), definida por D(f) = f’ para cada funcién continuamente
diferenciable f : R — R, es una aplicacion lineal porque

D(f+g9)=(f+9)=f+g =D(f)+D(g) v DAf)=Af) =\ =AD(f).

Matriz asociada a una aplicacion lineal

Una matriz A € My, (R) define una aplicacion lineal L : R" — RP dada por L(z) = Az, don-
de z € R™ es un vector columna. Reciprocamente, el siguiente resultado prueba que una aplicacién
lineal L : R™ — R? siempre se puede escribir en la forma L(x) = Az para una matriz A € Mpy,(R).

Dada una aplicacién lineal L : R™ — RP, existe una matriz A € My, (R) tal que

L(z) = Az, Vo € R".

La prueba es de nuevo una aplicacion del producto de matrices. Denotemos la base candnica
de R" por C' = {ey,e2,...,e,} y tomemos un vector z = (z1,22,...,2,) = T1€1 +Toe2+ -+ Tpey.
Como L es una aplicacion lineal:

L(x) = L(z1e1 + woea + -+ + zpey) = w1L(e1) + xoL(ez) + -+ + zpL(ey) =
I
— (Lfen)|Lle)|- - |Liea) | | = Aw.

Tn

La matriz A se llama matriz asociada a L y sus columnas son las imagenes de los vectores
de la base candnica. En la practica es habitual que la matriz asociada a una aplicacién lineal se
pueda obtener directamente.
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Ejemplo: Consideremos la aplicacion lineal L : R? — R? definida por L(z, y, 2) = (2 +2y—z,y+42).
Escribiendo los vectores en forma de columna:

S r+2y—2\ _ (1 2 -1
L@’y’z)( Y+ 42 ><0 1 4)

En consecuencia, la matriz asociada a L es
1 2 -1
A= < 01 4 ) € May3(R).

4.8. Transformaciones ortogonales.

Se dice que una aplicacion lineal L : R™ — R" es una transformacién ortogonal si el producto
escalar de las imagenes de dos vectores = e y coincide con el producto escalar de x por y, es decir,
si

(L(z))'L(y) = 2"y, ¥ =,y € R™.
Observemos que si A es la matriz asociada a la aplicacién L entonces
(L)' L(y) = (Ax)' Ay = o' A' Ay.

De esta relacién se obtiene el siguiente resultado que caracteriza las transformaciones ortogo-
nales:

Si L : R™ — R"™ es una aplicacién lineal y A € M,,«,,(R) es su matriz asociada, entonces L es
una transformacion ortogonal si y solo si A es una matriz ortogonal.

Es facil probar que las transformaciones ortogonales conservan la norma, la distancia y el
angulo:

o |L(@)] = V(L(@)'L(z) = Valz = ||z].
o d(L(z), L(y)) = [ L(x) = L) = Lz = y)|| = |z = yll = d(z, y).

Y xt
(L(x))'L(y) Yy = cos(z, y).

T @@ =]y

Por esta razén, las transformaciones ortogonales no deforman las figuras geométricas y se suelen
llamar movimientos rigidos. En R? las tinicas transformaciones ortogonales son giros o simetrias

e cos(L(x), L(y))

respecto a un eje.

Como las columnas de una matriz ortogonal n Xn son una base ortonormal de R™, un cambio de
coordenadas dado por una matriz Pp¢ es un movimiento rigido si y solo si B es una base ortonormal.
En el caso de movimientos rigidos, el cambio de base no deforma las figuras geométricas.

Como ilustracién, en la figura 4.1 se muestra cémo afectan dos cambios de base a la elipse de
ecuacién 5z? + 5y% + 6xy = 8. En el grafico de la izquierda se representa la elipse (en rojo) en coor-
denadas respecto de la base B’ = {(4,0), (0,1)}, que es ortogonal pero no ortonormal. Claramente
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la elipse se deforma, en particular reduciendo su perimetro. En el grafico de la derecha se representa
la elipse (en negro) en coordenadas respecto de la base B = {(1/v2,-1/v2),(1/v2,1/v2)}, que
es ortonormal. La elipse no se deforma, de hecho el cambio de coordenadas corresponde a un giro
de dngulo 7/4 en el sentido positivo de giro.

3T T 3

2} ] 2t

-
—

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.1: Efecto de dos cambios de coordenadas (ortonormal a la derecha) en la representacién
de la elipse 522 + 5y% + 62y = 8 (en azul).

4.9. Proyeccion ortogonal

Recordemos que si b € R™ y U es un subespacio de R™ con dim(U) = p < n, la proyeccién
ortogonal de b sobre el subespacio U es el tnico vector &’ € U tal que (b —b) es ortogonal a U (ver
la figura 3.1). La norma del vector b — b’ representa la minima distancia de b al subespacio U, es
decir, d(b,U) = ||b = V||

La proyeccién ortogonal se puede considerar como una aplicacién lineal de R™ en R" cuya
matriz asociada se llama matriz de proyeccion ortogonal. El siguiente resultado permite construir
la matriz de proyeccién ortogonal sobre un subespacio U a partir de una base ortonormal.

Matriz de proyeccion ortogonal: Consideremos un subespacio vectorial U de R™ de dimensién
p y una base ortonormal B = {ui,...u,} de U. Si A = (uj|ug|---|up), entonces la matriz de
proyeccién ortogonal sobre U es

P = AA" = (uy|uz| - - - up) :ulu’i—{—uzug—{—---—i—upu;.
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Caso particular: dim(U) = 1.

Si w es un vector unitario y U =< {u} > es la recta en la direccién de u, la matriz de proyeccién
ortogonal sobre U es P = uu'. En este caso, el rango de P es 1.

Ejemplos:
1. Construir la matriz de proyeccién ortogonal sobre la recta W =< {(2,2,1)} > de R3.

Para ello calculamos un vector unitario u en la direccién de v = (2,2, 1) dividiendo por su

normas:
2/3
u= = 2/3
o]l 1/3
Por tanto,
2/3 TEER:
P=uwu'= | 2/3 |(2/3,2/3,1/3) = gl 442
1/3 2 21

2. Hallar la matriz de proyeccién ortogonal sobre el plano

U={(z,y,2) €ER® /x4y —2=0}.

En primer lugar, calculamos una base de U:
U={(z,y,2) ER’ Jx+y—2=0} = {(z,y,2 +y) /2,y € R} =< {(1,0,1),(0,1,1)} >.

Una base de U es B, = {(1,0,1),(0,1,1)}.

Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a los vectores v; = (1,0, 1), v2 = (0,1, 1) para obtener
una base ortonormal By = {ui,u2} de U:

V1 1

1 1/v2
U el T va | ] L3

)

0 1/2 —~1/2
dQZUQ_(Ué ul)ulz 1 — 0 = 1 ;
1 1/2 1/2

. ~1/V6
Ug = u~2 = 2/\/6
el =\ g
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La matriz de proyeccién ortogonal sobre U es:

Pm%+w@mwg<£><lwﬁwﬁ)< 1/v2 0 1M5>_

1/0\@ ff% ~1/v6 2/v6 1V6 )

1/241/6 0—2/6 1/2—1/6 2/3 -1/3 1/3
(OW60+M60+W6)(’W 231&).
1/2-1/6 042/6 1/2+1/6 /3 1/3 2/3



Capitulo 5

Diagonalizacion y funciones de
matrices

5.1. Introduccion.

Los conceptos principales de este capitulo son los de autovalor y autovector de una matriz
cuadrada. Se introduce el polinomio caracteristico para el cdlculo de autovalores y se dan aplica-
ciones a la diagonalizacién de matrices y al célculo de funciones de matrices. También se introduce
el concepto de valor singular y su aplicacién en la obtencion de la mejor aproximacién de rango k
de una matriz.

5.2. Autovalores y autovectores.

Si A € Myuxn(R), un vector = es un autovector de A si x # 0 y existe un escalar \ tal que
Az = Az. El escalar A se llama autovalor de A asociado al autovector z.

Geométricamente, si A € R es un autovalor no nulo de A, entonces un autovector x € R”
asociado a A se caracteriza por el hecho de que z y Az apuntan en la misma direccion.

Aunque en la mayoria de las aplicaciones que veremos este curso trabajaremos con autovalores
reales (y por tanto el autovector es un vector de R™), veremos que es posible que el escalar \
sea complejo. En ese caso el autovector asociado serd un vector z € C". El conjunto de todos los
autovalores de una matriz A € M,,«,(R) se llama espectro de A y lo denotaremos por Sp(A).

Ejemplo 1: Consideremos la matriz
111
A= 1 1 1 € Msx 3(R).
111

Veamos que A = 3 es un autovalor de A y v = (1,1,1) es un autovector asociado a dicho autovalor:

1 11 1 3 1
Av=1| 1 1 1 1 |=(3 |=311
1 11 1 3 1
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=(V )

no tiene autovalores reales. Es claro geométricamente porque se trata de un giro de dngulo 7 /2, de
modo que es imposible que x y Az apunten en la misma direccion.
En este caso, A =i € Sp(4) y el vector (i,1) € C? es un autovector asociado:

(r) () =00) =)

Calculo de autovalores: polinomio caracteristico

Ejemplo 2: La matriz

Observemos que
Ar =Xz <= Az - =0<= (A— )z =0.

Por tanto, existe un vector x # 0 tal que Ax = Az si y solo si el sistema homogéneo (A — AI)z =0
tiene soluciones distintas de cero. Esto es equivalente a que |A — AI| = 0. Este argumento propor-
ciona la forma de calcular los autovalores de una matriz:

Si A € Mpxn(R) y A es un escalar, entonces A € Sp(A4) <= |A — AI| = 0. En consecuencia,

Sp(A) = {A € C/|A— \I| = 0}.

Si A € Myxn(R), se llama polinomio caracteristico de A al polinomio de grado n definido
por g4(z) = det(A — zI). El teorema anterior dice que los autovalores de A son las raices de su
polinomio caracteristico.

Ejemplo: El polinomio caracteristico de

A:(é?)eMmMM

es
1—z 2

_ 2 _
9 1_ =z 2 — 3.

qA(J}):|A—ZL‘I:‘

Los autovalores de A son las raices ga(z). En este caso, como

2+V16  2+4

2
—2z-3=0<=2z=
x x x 5 5

los autovalores de A son Ay =3y Ay = —1.

Recordamos ahora algunas notas sobre raices de polinomios convenientes para enunciar otros
resultados sobre el polinomio caracteristico.

Sip(x) es un polinomio con coeficientes en R, se dice que A es una raiz de p(z) de multiplicidad
k si existe un polinomio p1(z) tal que p(z) = (z — A\)¥p1(z) v p1(\) # 0.
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Un polinomio p(z) de grado n con coeficientes reales tiene exactamente n raices en C contadas
con su multiplicidad, es decir,

p(x) = clx — A)% (z — A)*2 ... (x — \p)o7,

donde c € R, A1, A2, ..., A\ €C, aj,a0,...,a E Nyay+as+ -+ a =n.

Por ejemplo, el polinomio p(z) = 2% — 3z + 2 se puede factorizar como
px)=2°-324+2=(z—1)>3*z+2).

Por tanto sus raices son A\; = 1 (con multiplicidad 2) y A2 = —2 (con multiplicidad 1).

Si A € Muxn(R) y A € Sp(A), se llama multiplicidad algebraica de \ a la multiplicidad
de A como raiz de g4(z), es decir al nimero natural a tal que ga(x) = (z — X\)*p(x), p(A) # 0. Se
denota m.a.(\).

De las observaciones anteriores se deduce que una matriz A € M,,»,(R) tiene exactamente n
autovalores (contados con su multiplicidad), aunque algunos de ellos pueden no ser reales.

Ejemplo: Se considera la matriz
0 1 1
A= 1 0 1
110

Calculamos el polinomio caracteristico de A:

-z 1 1 Fio(1) | 2—2 2—2 2—2 1 1 1
|A —zI| = 1 —x 1 = 1 —z 1 =2-z)|1 -z 1|=
1 1 —x| Fs() 1 1 —x 1 1 —=z
Fy (1) 1 1 1
= 2-2)|0 -1—-2 0 =(2—xz)(—-1—2)%
F31(—1) 0 0 —1—z

Por tanto, Sp(A) = {2,—-1}, con m.a.(2) = 1, m.a.(—1) = 2. Equivalentemente, podemos
escribirlo como Sp(A) = {2, —1, —1}, repitiendo los autovalores tantas veces como indica su multi-
plicidad algebraica.

Propiedades: Si A € M,,xn(R) vy Sp(4) = {A1,A2,..., A} (cada autovalor aparece tantas
veces como indica su multiplicidad algebraica), entonces:

1) det(A) =[] A=A An.
=1

2) tr(A) =3 Ai=X+Xd+ -+
=1
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La propiedad 2) es ttil para comprobar si los autovalores se han calculado correctamente, ya
que su suma debe coincidir con la traza de la matriz. En el ejemplo anterior:

tr(A):0—|—O—|—0:O:2+(—1)—|—(—1):)\1—|—)\2—|—)\3.

Calculo de autovectores. Subespacios propios

Consideremos una matriz A € My xn(R) y A € Sp(A4). Si A € R entonces los autovectores
asociados son vectores de R™. Se llama subespacio propio de A asociado a A al conjunto

VIA)={zeR"/Az =z} ={x € R" /(A — A\)x = 0} = Ker(4A — AI).
Se llama multiplicidad geométrica de \ a la dimensién del subespacio propio V()), es decir,
m.g.(A) = dim(V(X)) = dim(Ker(A — AI)).

La multiplicidad geométrica de A proporciona la cantidad de autovectores independientes aso-
ciados a .
Observacién: Recordemos que si A € M, x,(R) entonces dim(Ker(A)) = n —rg(A). Por tanto,

m.g.(A) = dim(Ker(A — \I)) =n —rg(4A — AI).

Si A € Sp(A), tanto la multiplicidad algebraica como la multiplicidad geométrica de A son al
menos 1. De hecho se tiene el siguiente resultado:

Si Ae Mpxn(R) y A€ Sp(A), entonces 1 <m.g.(A\) < m.a.(A\) < n. En particular, si A € Sp(A)
y m.a.(A) = 1 entonces m.g.(\) = m.a.(\) = 1.

Volviendo al ejemplo anterior, como m.a.(2) = 1, se tiene que m.g.(2) = m.a.(2) = 1.
A continuacién calculamos la multiplicidad geométrica del autovalor A = —1:

mg.(—1)=3—-rg(A+1)=3—-1g =3-1=2.

1 11
1 11
Los subespacios propios asociados a 2 y —1 son:
V(2) = Ker(A — 21) = {(a,4,2) € B* /o = y = 2} =< {(L, L, 1)} >.
V(_l) = Ker(A+I) = {(azy,z) € R3/$+y+ z = 0} =< {(1aoa _1)7 (0’ 1’_1)} >

Las multiplicidades algebraica y geométrica no siempre coinciden. Por ejemplo, el polinomio

0 1
A_<4_4>.
—x 1

-1 -2-x
Por tanto, Sp(A) = {—1}, con m.a.(—1) = 2. Sin embargo,

caracteristico de

€S

qA(x):A—xI\:’ ’::1:2—1—23:—1-1:(37—1—1)2.

m.g.(—l):Q—rg(A—i—I):Q—rg( _1 _i ) =2-1=1
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5.3. Matrices diagonalizables

Una matriz A € M,,«,(R) es diagonalizable si existen dos matrices P, D € M,,»,(R) tales
que P es inversible, D es diagonal y A = PDP™1,
Denotemos por

0 Ay -~ 0
D = : _— : i P = (uplusl...|uy).
0 0 - A

Obsérvese que
A=PDP! <= AP = PD <= (Au|Aus|...|Au,) = (Au1|dous] ... [Apun) .

Esto quiere decir que si A es diagonalizable entonces los elementos diagonales de la matriz
D son los autovalores de A (contados con su multiplicidad) y las columnas de la matriz P son
los correspondientes autovectores asociados (en el mismo orden). Para poder construir D y P es
necesario que todos los autovalores de A sean reales y que cada autovalor proporcione tantos auto-
vectores linealmente independientes como indica su multiplicidad algebraica. En resumen, se tiene
el siguiente resultado:

Caracterizacién de matrices diagonalizables: Para una matriz A € M,,«,(R) se cumplen
las siguientes propiedades:

(a) A es diagonalizable si y solo si todos los autovalores de A son reales y ademés

m.a.(A) = m.g.(A\), VA € Sp(4).

(b) Si A es diagonalizable, las matrices Py D tales que A = PDP~! se construyen del siguiente

modo:
A O - 0
0 X -+ 0
D= S . ;P =(uplug|...|uyn),
0 0 - M\,
donde A1, Ag, ..., A, son los autovalores de A (contados con su multiplicidad) y uy, ug, . ..,

son los correspondientes autovectores asociados.

En términos de aplicaciones lineales, diagonalizar una matriz A € M,,x,(R) es equivalente a
encontrar una base de R™ en la que la expresiéon matricial de la aplicacién lineal L(z) = Az sea
diagonal. La base correspondiente estd formada por las columnas de la matriz P.

La diagonalizacién se puede aplicar al célculo de potencias de matrices: si A = PDP~! entonces
AF = PDFP~L V> 1.
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Ejemplo: Hallar la expresién de A" para la matriz

4 1 1
A=11 4 1
11 4

En este caso Sp(A4) = {6,3}, con m.a.(6) = m.g.(6) = 1, m.a.(3) = m.g.(3) = 2. Por tanto, A es
diagonalizable. Adems4s,

Ker(A — 6I) =< {(1,1,1)} >, Ker(A — 3I) =< {(1,0,—1),(0,1, -1)} > .

Por tanto, podemos tomar

6 0 0 1 1 0
D=1030]|,P=(1 0 1],
0 0 3 1 -1 -1
de tal forma que A = PDP~!. Finalmente,
1 1 0 6" 0 0 1/3  1/3 1/3
A"=pPD"P'=(1 o0 1 0 3" 0 2/3 —1/3 —1/3 | =
1 -1 -1 0o 0 3" -1/3  2/3 -1/3

6" +3"2 6" —3" 63"
=~ -3 6" +372 ¢ -3n
6" —3" 6" —3" 6"+3"2

5.4. Diagonalizacién ortogonal

Recordemos que una matriz P € M,,«,(R) es ortogonal si P~! = P!, es decir P'P = I.

Si A € My «n(R), se dice que A es ortogonalmente diagonalizable si existen dos matrices
P,D € M, xn(R) tales que P es ortogonal, D es diagonal y A = PDP' = PDP~!. En tal caso, se
dice que la factorizacién A = PDP? es una diagonalizacién ortogonal de A.

La importancia de la diagonalizacion ortogonal desde un punto de vista geométrico es que la
base en la cual la matriz asociada a la aplicacién lineal L(x) = Az es diagonal es una base ortonor-
mal y por tanto el cambio de base es un movimiento rigido. El siguiente resultado establece que la
diagonalizacion ortogonal es posible Uinicamente para matrices simétricas.

Teorema espectral para matrices simétricas: Una matriz real A € M,,»,,(R) es ortogonal-
mente diagonalizable si y solo si A es simétrica.

Calculo de la diagonalizacién ortogonal de una matriz simétrica

Consideremos una matriz simétrica A € My, x,(R). Veamos cémo construir las matrices P y
D tales que A = PDP?.
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La matriz D se construye en la forma habitual, es decir, es una matriz diagonal cuyos ele-
mentos diagonales son los autovalores de A, repetidos un nimero de veces igual a su multiplicidad
algebraica. Una observacion importante es que todos los autovalores de una matriz simétrica
son reales.

Como A = PDP! = PDP™!, las columnas de la matriz P deben ser autovectores de A, pero
necesitamos ademads que P sea ortogonal. En virtud de la propiedad probada en la seccién 4.6, las
columnas de A deben ser una base ortonormal. La siguiente propiedad hace que sea posible calcular
una base ortonormal formada por autovectores:

Si A € Myxn(R) es una matriz simétrica y x1 y z2 son autovectores asociados a dos autovalores
distintos de A, entonces x1 y x2 son ortogonales.

La prueba de esta propiedad es un ejercicio interesante: consideremos dos autovalores Ay # A
de A, 1 € V(A1) y w2 € V()\2). Teniendo en cuenta que A = A' y A\j, Ao € R:

¢ t ¢ t oAt ¢ ¢ ¢
AMzjze = (Mx1) e = (Azq)'xy = 21 A'e = 2] Az = 27 \ox2 = Aoz To.
Por tanto, Azt xo = Aozl xe. Como A\; # A\g, necesariamente zfxo = 0.
Teniendo en cuenta las propiedades anteriores, los pasos para calcular una diagonalizacion
ortogonal A = PDP! de una matriz simétrica A son los siguientes:

(1) Se calculan los autovalores de A. Los elementos diagonales de la matriz D son los autovalores
de A (repetidos tantas veces como indica su multiplicidad algebraica).

(2) Para cada autovalor A € Sp(A) se halla una base del subespacio propio asociado V() y se le
aplica el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal
de V().

(3) La matriz P es la que tiene por columnas los elementos de las bases ortonormales de V(A1),
V(A2),..., V(M) (donde A1, Ag, -+, A son los autovalores distintos de A), colocadas en el
mismo orden que ocupan los correspondientes autovalores en la diagonal de D.

Ejemplo: Calculamos una diagonalizacién ortogonal de la matriz

—2 -1 2
A= -1 -2 —2
2 -2 1

Dado que A es una matriz simétrica real, es ortogonalmente diagonalizable, es decir, existen
dos matrices P, D € M3x3(R) tales que P es ortogonal, D es diagonal y A = PDP!. La matriz
diagonal D tiene como elementos diagonales los autovalores de A.

El polinomio caracteristico de A es ga(z) = (=3 — 2)?(3 — ) (higase como ejercicio).

Por tanto, Sp(A) = {—3,—3,3} y la matriz D es

-3 0

D = 0 -
0

o w
w o o
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Los vectores columna de la matriz ortogonal P = (uj|uz|us) constituyen una base ortonormal
de R? formada por autovectores de A. Para determinarlos, aplicaremos el procedimiento de orto-
normalizacién de Gram-Schmidt a sendas bases de los subespacios propios asociados a A\ = =3 y
Ay = 3.

Resolviendo el correspondiente sistema homogéneo, se tiene:

V(-3) =Ker(A+3I) =< {(1,1,0), (0,2,1)} > .

Si denotamos v1 = (1,1,0) y va = (0,2, 1) entonces los dos primeros vectores columna uj, ug de la
matriz P se calculan del siguiente modo:

u = = (1/V2,1/v/2,0)

[[oa]

i = v — (Whu)ur = (—1,1,1) ; us = 2 = (=1/v/3,1/v/3,1/V3).

ol

Por otra parte,
V(3) = Ker(A—3I) =< {(1,-1,2)} >=<{v3} >,
de modo que el vector columna us de P viene dado por

“i = (1/V6,—1/v6,2/6).

[vs]]

us =

Asi, la matriz ortogonal

1/vV2 —1/v/3  1/V6
P:(ul\uQ]u?,): 1/\/§ 1/\/§ —1/\/6
0 1/V3 2//6

cumple que A = PDP?.

5.5. Descomposicién espectral

Consideremos una diagonalizacién ortogonal A = PD P! de una matriz simétrica A de rango r.
Si A1, Ao, ..., A son sus autovalores no nulos, contados con su multiplicidad, y uy,us,...,u, son
las columnas de P entonces, usando las expresiones del producto de matrices dadas en el capitulo
2, se tiene:

MM O -0 uﬁ

) 0 /\2 0 ué
A=PDP" = (uilug|--|un) | . . . . S

0 0 )\n ut

t t ¢
= Aurug + Aauguy + - - + Apupu,..

De esta manera se expresa A como la suma de r matrices A4; = )\zuzuf de rango uno. Este
desarrollo de A se llama descomposiciéon espectral de A. Obsérvese que cada sumando es el
producto de un autovalor de A por la matriz de proyeccién sobre el subespacio generado por el
autovector correspondiente.
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Formas cuadraticas y diagonalizacion ortogonal

La clasificacion de formas cuadraticas se puede hacer utilizando la diagonalizacién ortogonal
de su matriz asociada.

En el capitulo 2 ya habiamos visto la clasificacién de formas cuadréaticas no degeneradas usan-
do menores principales. El uso de autovalores permite clasificar también las formas cuadraticas
degeneradas.

Recordemos que una forma cuadritica w(z) = x' Az es degenerada si det(A) = 0. Las formas
cuadraticas degeneradas w : R™ — R pueden ser de tres tipos.

1. w es semidefinida positiva si w(z) = 2!Ax >0, Vz € R",
2. w es semidefinida negativa si w(z) = 2! Ax <0, V2 € R?,
3. w es indefinida si existen dos vectores z,y € R"™ tales que w(x) > 0, w(y) < 0.

Consideremos una forma cuadritica w : R” — R definida por w(z) = 2*Az, donde A es una
matriz simétrica. Como A es ortogonalmente diagonalizable, existen dos matrices P, D € M, x,(R)
tales que D es diagonal, P es ortogonal y A = PDP!. Entonces, para cada z € R™:

w(z) = 2'Az = ' PDP'z = (P'z)'D(P'z).

Si denotamos y = Pz entonces la forma cuadrética se escribe en la nueva variable como
n
w(y) =y' Dy = Myf + days + -+ Ay = > Ay,
i=1

donde y = (y1,%2,---,Yn) ¥ A1, A2, ..., Ay son los autovalores de A contados con su multiplicidad.
De aqui se deduce el siguiente resultado:

Clasificacién de matrices simétricas segin sus autovalores: Si A € M, «,(R) es una
matriz simétrica entonces:

1. A es definida positiva siy solosi A >0,V € Sp(A).
2. A es definida negativa si'y solo si A <0,V € Sp(A).
3. A es semidefinida positiva siy solo si |A| =0y A >0, VA€ Sp(A4).
4. A es semidefinida negativa siy solosi [A] =0y A <0,VAeSp(A).

5. A es indefinida si y solo si A tiene autovalores positivos y negativos.

Ejemplo: La matriz

-2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 -2

es semidefinida negativa ya que Sp(A) = {0, —3, —3}.
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5.6. Descomposicion en valores singulares

Recordemos que si A € Myy,(R) entonces A’A € M, (R) es una matriz simétrica. En
particular, todos los autovalores de A'A son reales. Adem4s, todos los autovalores de A’A son
mayores o iguales que cero, como se deduce del siguiente argumento: si A\ € Sp(A'A) y x es un
autovector asociado, entonces A’ Az = Az y por tanto:

Az
all® =

|Az|* = (Az)!(Az) = ' A'Ax = Mata = Mjz||> = \ =

Si A € Mpyn(R), se llaman valores singulares de A a las raices cuadradas positivas de los
autovalores de A'A, es decir, si Sp(AYA) = {\1, A2,..., A, } entonces los valores singulares de A son
VAL VA2, ...,V An. Se suelen denotar por o1,09,...,0, v se ordenan de tal forma que

o1>022>:2>0,2>0.

Ejemplo: Calcular los valores singulares de

0 01

1 10

1 -1 2
01 -1 1 (1)(1)(1) 3 -1 0
A'A=(01 1 -1 1 1o |=| -1 30
10 2 L1 9 0 09

Los autovalores de A*A son 2, 4 y 9, de modo que los valores singulares de A son
o1 = V9=3
o9 = Vi=2
o3 = V2.

Una de las principales aplicaciones de los valores singulares es que permiten obtener una des-
composicién de A como suma de r matrices de rango 1, donde r = rg(A).

Descomposicién en valores singulares: Consideremos una matriz A € My, (R) de rango r,
con valores singulares no nulos o1 > 09 > - -+ > 0, > 0. Entonces existen dos matrices ortogonales
U € Mpyxp(R), V € Mpxn(R) y una matriz ¥ € My, (R) tales que A = UXV?, donde

o1 o --- 0

D. 1o 0 o9 -+ 0
Ez( " 0),con D, = i ) . € M, (R).
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Ejemplo: En el ejemplo anterior, A = UXV?, con

0

0
V2

0

\g

Il
oo o w
oo o

Observacién: El rango de A coincide con el nimero de valores singulares no nulos de A (contados
con su multiplicidad).

Podemos obtener una expresion extendida de la descomposicién en valores singulares de modo
similar al que utilizamos para definir la descomposicién espectral de una matriz simétrica:

Si A = UXV! es una descomposicién en valores singulares de una matriz A de rango r,
Ui, U, ..., U son las r primeras columnas de U y wvi,vs,...,v, son las r primeras columnas

de V, entonces

t
e

A=UxVt= Ululv’i + UgUgvé + i+ opupv

Esta expresién resulta util para definir la aproximacién de rango k de una matriz:
SiA=o0y ulvﬁ + Jgugvé +---+ U,«U,«U,t; es la descomposicién en valores singulares de una matriz
A de rango r y k es un nimero entero positivo menor que r, se llama aproximacién de rango k
de A a la matriz A que se obtiene sumando los k£ primeros términos de la expresion anterior, es
decir,
A = alulv'i + aquvé + o+ akukvz.

De entre todas las matrices de rango k que tienen el mismo tamafnio que A, la matriz A es la
que més se parece a A en cierto sentido. Concretamente, se puede definir una norma en el espacio
de matrices My, (R) de modo que

|A — Agl| = min {||A — B||/ B € Mpxn(R), rg(B) = k}.

Como en el caso vectorial, la norma de A — A es una medida de lo préximas que estdan A y Ay.
La descomposicién en valores singulares de una matriz A se suele llamar SVD(A) (las iniciales
de la traduccién al inglés Singular Value Decomposition).
La determinacién de las matrices U y V' de la descomposicién en valores singulares no es com-
plicada, pero es un procedimiento que conlleva muchas operaciones y se realiza usando programas
de célculo en el ordenador.

5.7. Polinomios de matrices y el teorema de Cayley-Hamilton

El objetivo de esta seccion es definir algunas funciones reales sobre matrices y dar un método
para calcularlas. Comenzamos definiendo polinomios de matrices.

Si A€ Mpsn(R) y p(z) = ag + a1z + asz® + - - - + axz” es un polinomio, se define
p(A) = apl + a1 A + aA? + - + 4 A¥ € Myun(R).
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Diremos que p(x) es un polinomio anulador de A si p(A) es la matriz cero.

Ejemplo: El polinomio p(z) = 22 — 4z + 3 es un polinomio anulador de la matriz

A:(f ;)
p(A):A2—4A+3I:(Z ‘51)—4(? ;>+3<(1) ?):(8 8)

El teorema de Cayley-Hamilton establece que el polinomio caracteristico de una matriz A es
un polinomio anulador.

En efecto,

Teorema de Cayley-Hamilton: Si A € M,,»,,(R) y ga(z) su polinomio caracteristico, entonces
ga(A) =0, es decir, ga(x) es un polinomio anulador de A.

Del teorema de Cayley-Hamilton se deduce que para calcular cualquier polinomio de una matriz
A € Myxn(R) es suficiente calcular las (n — 1) primeras potencias de A. En efecto, dividiendo p(z)
entre g4(x), se tiene que p(x) = qa(x)d(x) + r(z), donde el resto r(z) tiene grado menor que n.
Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton:

p(A) = ga(A) d(A) + r(A) = r(A).
0

Llegamos asi al siguiente resultado:

Si A € Myuxn(R) y p(z) es un polinomio de grado k > n, entonces existe un polinomio r(x) de
grado menor que n tal que p(A) = r(A).

Para calcular r(z) no es necesario efectuar la divisién. Observemos que si A es un autovalor de
A entonces p(A\) = ga(A\)d(A) +7r(X) = r(A), ya que ga(A) = 0. Es decir, los polinomios p(x) y r(z)
deben tomar el mismo valor sobre todos los autovalores de A. Del mismo modo, si la multiplicidad
algebraica de A es m entonces

PPN =r®(N\), VA eSp(A), VE=1,2,...,m— 1.

Esto quiere decir que los autovalores multiples proporcionan tantas ecuaciones como indica
su multiplicidad algebraica. Esta propiedad permite calcular r(x) resolviendo un sistema de n
ecuaciones lineales cuyas n incégnitas son los coeficientes del polinomio

r(z) = ap+ a1z + -+ ap_12"

Ejemplo: Calcular un polinomio r(z) de grado 2 tal que 7(A) = p(A), donde p(z) =2 -2z + 1y

1 -1 -1
-2 2 2
2 -2 =2

A
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Como los autovalores de A son A\; = Ao = 0, A3 = 1, el polinomio r(x) = a + bz + cz? de grado
2 debe cumplir las relaciones:

r(0) =a=p(0)=1
r(0)=b=7p(0) = -2
r(l)=a+b+c=p(1)=0
(Nétese que p'(z) = 102 — 2 y /() = b+ 2cz). La tnica solucién del sistema es a = 1, b = —2,

c =1y por tanto r(z) = 1 — 2z + 2. Es decir, p(A) = r(A) = I — 24 + A2

5.8. Funciones de matrices

En esta seccién usaremos la idea anterior para obtener funciones de matrices para una clase
de funciones mas general que los polinomios. En concreto, consideraremos funciones analiticas,
entre las cuales estan las funciones racionales, las raices k-ésimas, la exponencial, el logaritmo y las
funciones trigonométricas mas comunes. Estas funciones son limites de polinomios y eso permite
calcular las funciones de matrices como combinaciones lineales de las n — 1 primeras potencias de A.

Consideremos una matriz A € My, x,(R) y una funcién analitica f : D — R definida en un
dominio real D. Supongamos que para cada autovalor A de A estdn definidos los valores f(k)()\)
para todo k = 0,1,...,m — 1, donde m = m.a.()\), f(®(X\) = f()\). Entonces es posible encontrar
un polinomio r(z) = ag + a1z + - - + a,_12" ! de grado menor que n tal que

FON) =r®(\), VA eSp(4), Vk=0,1,...,ma.(\) — 1.

El conjunto
Via={f®\)/AeSp(A), k=0,1,...,ma.(\) — 1}

se llama conjunto de valores de f sobre el espectro de A.

Si para una matriz A € Mx,(R) y una funcién f existen todos los valores del conjunto Vi 4,
entonces diremos que f estd definida sobre A y se define f(A) como el valor del polinomio 7(z) en
A, es decir,

f(A) =r(A) =apl + a1 A+ +ap,_1 A" L.

Como antes, los n coeficientes a; de r(x) se determinan resolviendo un sistema de n ecuaciones
lineales con n incognitas.

Sin entrar en detalles técnicos, una justificacién de la existencia de un polinomio r(z) de grado
n — 1 tal que e = 7(A) es la siguiente (un razonamiento analogo valdria para otras funciones de
matrices):

En primer lugar, la funcién f(x) = e* admite un desarrollo en serie de potencias
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Por tanto, e¢” es el limite de polinomios de grado m, que podemos denotar por p,,(x), es decir,

m
e’ = lim lxk = lim pp,(x)
m—oo \ £ k! m—oo”

Para cada m, sabemos que existe un polinomio 7, (x) de grado menor que n tal que r,,,(A) = pp,(A).
Asi,
Y { —_ frd { e { e
f(A)=e’ = lim (g_o ke ) m pr(A) = 1im 7, (A) = r(A),

donde r(x) es un polinomio de grado menor que n para el que se cumple que V¢ 4 = V;. 4, es decir,

FEN) =rB(N), YA eSp(A), Vk=1,2,...,ma.(\) — 1.

Ejemplo 1: Se consideran la funcién f(x) = e* y la matriz

y
011
A=10 0 1
0 00
En este caso Sp(A) = {0,0,0}. Entonces existe un polinomio r(z) = a + bz + cx? de grado menor
o igual que dos tal que

r(0)=a=f(0)=¢"=1
r'(0)=b=f'(0)=1
r(0) = 2¢ = f"(0) = 1.
Portantoa=1,b=1,c=1/2yr(z) =1+2z + (1/2)z?
Finalmente,
1 1 00 0 1 1 1 0 0 1
eA:f(A):r(A):I+A+§A2: 0010 4+ 001 )+5{000 |=
0 01 0 0 O 0 0O
11 3/2
=01 1
0 0 1

Ejemplo 2: No es posible usar este método para calcular una raiz cuadrada de la matriz

0 1
- (01).
En efecto, consideremos la funcién f(x) = /z = z/2, de modo que f(A) = AY/2,

Como Sp(A) = {0,0}, los valores de f sobre el espectro de A son f(0) y f'(0). Pero no existe

f(0) ya que f'(z) =1/(2V/x).

De hecho, no es dificil demostrar en este caso que la matriz A no tiene raices cuadradas.
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Funciones de matrices usando la diagonalizacion

El siguiente resultado es consecuencia de la forma que tienen las potencias de las matrices

diagonales:

Si D es una matriz diagonal y f es una funcién definida sobre D entonces f(D) también es

diagonal. En concreto,

M O oo 0 f(n) 0 . 0
0 . 0
0 0 A\ 0 0  f(\)

Ejemplo: Para f(z) = €,

{00 A [ f0) 0\ (€& 0N (10
A_<0 0)2>6 _f(A)_( o f0 ) VLo )" o1)
Este resultado proporciona una forma alternativa para calcular funciones de matrices cuando

A es diagonalizable:

Si A € M, xn(R) es diagonalizable, es decir, A = PDP~! con D diagonal, entonces

f(A) = Pf(D)P~.

Autovalores de f(A)

El siguiente resultado permite obtener propiedades de la matriz f(A) sin calcularla:

Si A1, Ag, ..., Ay son los autovalores de A (contados con su multiplicidad) entonces los autovalores

de f(A) son f(A\), f(A2), ..., f(An).

Por ejemplo:
e Sp(A) = {A1, A2, .., A = Sp(AF) = (A N N vk e N
o Sp(A) = {1, M2, ..., A} = Sp(A7Y) = {1/A1,1/Aa, ..., 1/ 00}

En particular, estas propiedades permiten obtener el determinante y la traza de f(A) sin

calcular la funcién de la matriz. En efecto, si A1, Ao, ..., A\, son los autovalores de A contados con

su multiplicidad, entonces:
det(f(A)) = fF(A)f(A2) -+ fF(An);
tr(f(A4)) = f(A) + f(A2) + -+ f(An).
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Por ejemplo, para
0 1
=(V o)
se tiene que Sp(A4) = {—1,1}. Por tanto, tomando f(z) = e”:

led] = |f(A)| = F(-1) f1) =e el = e = 0 = 1.
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