Problemas resueltos de matrices y determinantes
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Capitulo 1
Propiedades de matrices y determinantes

1) Se consideran las matrices

a=(31) o=,

a) Calcular X para que AX — X = B.
b) Hallar una matriz Y # 0 tal que (A — B)Y = 0.
¢) Probar que no existe ninguna matriz Z # 0 tal que AZ = 0.

Solucion:

a) Despejamos X en la expresion:

AX - X=B+= (A-NX=B+=X=(A-1)"'B.

N E R O]

Ccl Z) , la ecuacién matricial (A — B)Y = 0 resulta:

Por tanto,

b) Si denotamos Y =

7 N\ ><

a—2c=0

( 12) (ab> (00) b-2d=0 a=2c
= <— <~
~1 2)\eca)= oo a2 =0 b=2d.
—b+2d=0

Tomando ¢ = d = 1, se obtiene a = b = 2 y por tanto una solucién es Y = (? f) .

(¢) Como |A| =9 #0, A es inversible y por tanto:

AZ =0 ATAZ=A"0=0«<= Z=0.
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2) Se consideran las matrices

2
1 1 0
a=(aa) s o=(0) s

a) Calcular la matriz M = A'A — BB, donde A! y B! representan las matrices traspuestas de
Ay B, respectivamente.

b) Probar que M es inversible y calcular su inversa M 1.

¢) Hallar la matriz X que cumple la igualdad XM = C.

Solucion:

a)
1-1 1 1 0 22 00 22
=) ()= () en=(33)-(v) = (33)
b) Como |M| = —2 # 0, la matriz M es inversible. Ademas,
(12 1
(1Y,

(¢) Como M es inversible:

XM=C+«=X=CM'=

N Lo W
|
(= JNN

3) Se consideran las matrices

—12 1-1
A‘(m) ’ B_<1 0)'
a) Calcular X para que AX = A — BX.

b) Calcular el determinante de C' sabiendo que AC? = —CB y C es inversible.
¢) Razonar si es posible encontrar una matriz M de rango 1 tal que AM = B.

Solucion:

a) Despejamos X en la expresion:

AX=A-BX <= (A+B) X =A<+= X =(A+B) A

(1) (- G-

Por tanto,



b) Calculando determinantes en la expresién AC? = —CB se tiene:
|AC?| = | = CB| <= |A||C]* = (-1)’|C]|B| <= —|C|* = |C].
Como C es inversible, podemos dividir por |C| y obtener |C] = —1.

(¢) No es posible porque de la expresion AM = B se obtiene |A| |M| = |B| y por tanto |[M| = —1 # 0.
Esto implica que el rango de M es 2.

4) Se consideran las matrices

11 0 221
A=|xr2-1| ; B=[111],
11 A 122

donde A es un parametro real.
a) Calcular los determinantes de las matrices A y B.
b) Hallar los valores de A € R para los cuales la matriz A tiene rango 3. Probar que en ese caso

la ecuacion
AX = B~ 142

tiene solucién unica.
c¢) Hallar los valores de A € R para los cuales la unica solucién X de la ecuacién

AX = B7142

tiene determinante 3. (Usar las propiedades de los determinantes, sin calcular la matriz X).

Solucién:
a) Desarrollando los determinantes, se obtiene que

Al =21 - )2
« |[B|=-1.

b) La matriz A tiene rango 3 si y sélo si su determinante es distinto de cero. Por tanto,
1g8(A) =3 = A2 20 #£0<= AA—=2) A0 <= A #0y A #2.

En este caso la matriz A es inversible y por tanto la ecuacién AX = B~!A? tiene solucién tnica
X =A"'B71A2

c¢) Estamos suponiendo que la solucién es dnica y por tanto |A| # 0. Tomando determinantes en la
expresién AX = B~1 A2, se obtiene:
Els

AX = B4 = A]1X] =157 14%) = g — |X]

_ Al

= =\2 - 2)\.
| B
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(Hemos utilizado que el determinante del producto es el producto de los determinantes y que el
determinante de la inversa es el inverso del determinante).

Por tanto,
|X|=3<= )\ -21-3=0.

Resolviendo la ecuacién de segundo grado se obtiene que los valores pedidos son A =3y A = —1.

5) Sean a, b, c tres nimeros reales. Calcular el determinante de la matriz

abc -2 0 2
M= | —-101 |, sabiendo que a b c | =8.
222 a—4b—4c—4

Solucién: Aplicando las propiedades de los determinantes, se obtiene:

-2 0 2 -2 0 2 -101 -101 abec
8 = a b ¢c |=| ab c|=2(-2)] abe|=—-4] abe|=4|-101|=4|M]|.
a—4b—4c—4 —4 -4 -4 222 222 222

Por tanto, | M| =8/4 = 2.

6) Se consideran las matrices

10-1
A:(éi’) ; B=111-1 ; C:(_igg).
00 1

Hallar las inversas de A y B y calcular la matriz X que resuelve la ecuacion AXB = C.

Solucién: Las inversas de A y B se obtienen haciendo operaciones elementales o calculando adjuntos (se

omiten las cuentas). El resultado es:

101
A1<é_i’) . Bl=[-110
001

Podemos despejar X multiplicando por el lado correspondiente por las inversas de A y B:

AXB=Ce= X =A"10B! = (_fé‘f) .



Capitulo 2
Formas cuadraticas

1) Clasificar la forma cuadrética w : R* — R definida por

w(z,y, z,t) = 2xz + 2wt + 2t — 2% — 3% — 222 — 442,

Solucién: La expresiéon matricial del sistema es

-1 0 1 1 T
_ 0-1 0 0 Y
w(xayazat) - ($7yaz7t) 1 0 -2 1/2 2
1 01/2 4 t
Los menores principales de la matriz de la forma cuadrética son:
3
A=—-1, Ay=1, Az3=-1, A4:1.

Como Ay <0, Ay >0, A3 <0, As > 0, la forma cuadratica w es definida negativa.

2) Se considera la forma cuadrética
w(z,y,2) = (a + 1)z — y? + (a — 2)2° + 22y + 4z — 4yz.

a) Hallar la matriz M asociada a la forma cuadratica.
b) Calcular los valores de « para los que w es definida negativa.
c¢) Calcular el valor de « para el que w es degenerada.

Solucion:

a) La forma cuadratica se puede expresar como w(z) = ' M X, donde
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a+1 1 2
M= 1 -1 =2
2 -2 a-2
es la matriz asociada a w.
b) Los menores principales de M son
a+1l 1

A1:a+1 ; A2:

| _1’:—a—2 . As=|M|=—(a+2)?.

Para que w sea definida negativa es necesario y suficiente que A; < 0, As > 0y Az < 0, lo que sucede
siy sélo si a0 < —2.

¢) La forma cuadritica w es degenerada <= [M|=0+= —(a+2)? =0+ a = —2.

3) Se considera la forma cuadratica w : R® — R definida por

w(z,y,z) = 2 + 2y° + 22 — 2zy — 4yz.

a) Hallar la expresién matricial de w y clasificarla.
b) Sea U = {(z,y,2) e R3/x+y+ 2 =0}
Probar que w es definida positiva sobre U, es decir:

w(z,y,2) >0,V (z,y,2) €U, (z,y,2) # (0,0,0).

Solucién:

a) La expresién matricial de la forma cuadratica es

1-1 0 x
w(z,y,2) = (z,y,2) [ -1 2 -2 y | =v' M.
0-2 1 z

Los menores principales de M son A; =1>0, Ay =1 >0, A3 = —3 < 0. Por tanto, w es indefinida
v no degenerada.

b) Si (z,y,2) € U entonces z +y + z = 0 y por tanto z = —z — y. Sustituyendo en la expresién de w:

w(w,y,z) =w(z,y,~z —y) =2 + 2" + (o — y)* = 2oy — dy(~2 —y) =
:x2+2y2+(m2+y2+2$y)—233y—|—4xy—|—4y2 =222 + Ty + day =

o (22) (2) e

Los menores principales de N son Ay =2 > 0, Ay = 10 > 0. Por tanto w es definida positiva sobre U.
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4) Se considera la forma cuadritica w : R3 — R definida por
w(z,y, 2) = 22 + 2y + 222 — 2azy — 2axz — 2ayz,

donde a es un parametro real.
a) Hallar la expresién matricial w(zr) = z'Ax.

b) Comprobar que todas las columnas de A suman lo mismo y usar esta propiedad para calcular
el determinante de A.

¢) Calcular los valores de a para los que w es no degenerada.
d) Calcular los valores de a para los que w es definida positiva.

Solucion:

a) La expresiéon matricial de la forma cuadrética es

2 —a —a T
w(r,y,2) = (x,9,2) | —a 2 —-a ||y
—a —a 2 z
N————
A

b) Todas las columnas de A suman 2 —2a. Teniendo en cuenta esta propiedad, calculamos el determinante
de A sumando a la primera fila las otras dos:

2 —a —a| F12(1) |2—2a 2—2a 2—2a 1 1 1
|[Al=|—a 2 —a| = —a 2 —a |=(2-2a)|—a 2 —al|=
—a —a 2| Fi3(1) | —a —a 2 —a —a 2
F1(a) 1 1 1
= (2-2a)|0 24+a 0 |=(2-2a)(2+a)
Fgl(a) 0 O 2+CL

c) w es no degenerada <= |A| #0 <= a # 1, -2.
d) Los menores principales de A son Ay =2 >0, Ay =4 —a?, A3 = (2 —2a)(2 +a)?.
Para que w sea definida positiva, los tres menores principales deben ser positivos. Como As > 0 <

a€(-2,2) y A3 > 0 < a < 1, se deduce que

w es definida positiva <= a € (-2, 1).
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5) Para cada valor de A € R se considera la matriz

Al -2
A= 1A 2
—22X-3

a) Calcular los valores de A para los que la forma cuadratica w(z) = z' Az es definida positiva.
b) Calcular los valores de A para los que la forma cuadritica w(z) = 2! Az es definida negativa.

Solucion:

a) Los menores principales de A son
A=), Ay=X—1, A3=A+1)>3*A-5).

Para que w sea definida positiva, los tres menores principales deben ser positivos, es decir, A > 0,
A2 > 1y XA > 5. Esto sucede para todo A > 5.

b) Para que w sea definida negativa, los menores principales deben cumplir las condiciones
A=2<0, Ay=X—-1>0, A3=A+13*A-5)<0.

Esto equivale a que A < 0, A2 > 1y A < 5. Las tres condiciones se cumplen para todo A < —1.

6) Sea p(x) = a + bz + cx? un polinomio con coeficientes reales.
a) Escribir la expresién p(1)p(0) + (p(—1))? como una forma cuadrética

a
w(a,b,c) = (a,b,c)M | b
c

b) Calcular los menores principales de M y clasificar la forma cuadritica w.
¢) (Existe algtin polinomio p(z) = a + bz + cz? para el que (p(—1))? < —p(1)p(0)? Razonar la
respuesta.

Solucion:

a) Sip(x) = a+ bx + cx? entonces p(0) = a, p(1) =a+b+cyp(-1)=a—b+ec.
Sustituyendo y agrupando términos se obtiene:

p(D)p(0) 4+ (p(—=1)? = (a + b+ c)a+ (a — b+ ¢)? = 2a* + b* + 2 — ab + 3ac — 2bc =
2 —1/2 3/2\ [a

=(a,b,c) | -1/2 1 -1 b | :=w(a,b,c).
32 -1 1

M
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b) Los menores principales de M son:

2 —1/2 3/2
_ 7
A =2>0 ; A2:’_12/2 11/2‘:4>0 . As;=|-1/2 1 -1 |=-1<0.
3/2 -1 1

Por tanto w es indefinida no degenerada.

¢) Como w es indefinida, existe un vector (a,b,c) € R? tal que w(a,b,c) < 0. Por tanto, el polinomio
p(x) = a+ bx + cx?® cumple que

w(a,b,¢) = p(1)p(0) + (p(~1))* <0 = (p(-1))* < —p(1)p(0).

7) Se considera la matriz

w-(20).

Clasificar la forma cuadrética w : R? — R definida por w(z) = 2 Mz.

Solucidén: Obsérvese que M no es simétrica, de modo que no es la matriz de la forma cuadratica.
Desarrollando la expresién de w, se obtiene:

w(@1,32) = (1, 75) (i ;) (2) — 222 — 223 — 30,23 = (31, 22) (??/2 3/22) (2)

La matriz asociada a la forma cuadrética es
; 2 =3/2
M= (—3 /2 -2 )

Sus menores principales son A} =2 > 0, Ay = —25/4 < 0. Por tanto, w es indefinida y no degenerada.

8) Se considera la forma cuadrética w : R — R definida por
w(z,y,2) = 22 + 2% + 22y + 222 + 2y2.

a) Hallar la expresién matricial de w y clasificarla.
b) Determinar los valores del pardmetro real A para los que la forma cuadrética w es definida
positiva sobre el plano de ecuacién z = Ax + y.

Solucién:
a) La expresién matricial del sistema es

111 T

wz,y,2) = (z,y,2) | 121 Yy
110 2
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Los menores principales de la matriz de la forma cuadrética son:
Ai=1, Ay=1, Az3=-1.
Como A; >0, Ay >0y A3z < 0, la forma cuadrética w es indefinida no degenerada.
b) Para los puntos del plano z = Az + y, la expresién de la forma cuadrética es
w(z,y,2) = w(@,y, Az +y) = 2% + 2y* + 22y + 2x(\x + y) + 2y(\z + y).

Reagrupando los términos y expresandolo en forma matricial, se tiene:

B . - 142X 24 (@
w(z,y, \e +y) = (14 2X\)z* + 4y +(4+2)\)9Uy—(9071‘/)(2+)\ 4 ><y>

Los menores principales de esta matriz son:
Al =142\, AL =4\ -\
La forma cuadrética es definida positiva sobre el plano si y sélo si
Al=14+22>0 ; Ay=4\—-)\?>0.

Estas desigualdades se cumplen para A € (0,4).



