Una férmula simple para ponderar la evaluacion
continua y el examen final.

Xavier Bardina y Eduardo Liz
Departament de Matematiques
Universitat Autonoma de Barcelona, 08193 Bellaterra
Xavier.Bardina@uab.cat
Departamento de Matematica Aplicada II E. I. Telecomunicacién
Universidad de Vigo, 36310 Vigo

elizQdma.uvigo.es

Resumen

En este trabajo se presenta una férmula simple para ponderar la cali-
ficacién de la evaluacién continua y el examen final en una asignatura de
grado. La férmula fue obtenida de forma independiente y con objetivos
distintos por ambos autores. Ha sido puesta en préactica en varias asig-
naturas de la Diplomatura de Estadistica de la Universitat Autonoma de
Barcelona y en otras del grado de Ingenieria de la Energia de la Univer-
sidad de Vigo. Se discuten las motivaciones pedagégicas que han llevado
a la férmula, distintos modos de deducirla y algunas caracteristicas in-
teresantes; en particular, la propia férmula se puede emplear para ilustrar
algunos de los conceptos introducidos en un curso de Célculo Diferencial.

1 Introduccion

El buen alumno siempre ha repartido el estudio de forma continua a lo largo
del curso. Aunque no se le reconociese en la calificacién final, es evidente que el
esfuerzo merecia la pena y se reflejaba en sus buenos resultados. Sin embargo,
no todos los alumnos tienen la fuerza de voluntad para llevar sus estudios al
dia y hay situaciones en las que eso resulta especialmente complicado, como se
comentara después. Con la llegada de los nuevos grados adaptados al sistema
de Bolonia, las universidades espanolas han instaurado de forma oficial la nece-
sidad de que en la evaluacion de las asignaturas se tenga en cuenta el trabajo
continuado del alumno a lo largo del curso y no sélo la nota de su examen final.

En estas circunstancias se plantea la necesidad de reflexionar no sélo sobre
la manera de realizar una evaluacién continua sino también sobre el peso que
debe tener cada una de las dos partes (evaluacién continua y examen final) en
la calificacion del alumno. Es a este tultimo aspecto al que dedicamos esta nota.



El segundo autor (E. L.) llegd a una férmula matemaética al preparar la guia
docente del curso 2010/2011 para dos materias del grado de Ingenierfa de la
Energia de la Universidad de Vigo (UVIGO) y la puso en practica durante ese
curso. Animado por algunos colegas, decidi6 escribir unas notas sobre la fér-
mula: las motivaciones, su deduccién y algunas otras curiosidades. El azar,
ayudado por la sombra de la psicopedagogia (que es muy alargada en nuestro
pais), hizo que el pequenio articulo llegase a la Universitat Autonoma de Barce-
lona (UAB) antes de ser aceptado para publicacién. De esta manera, E. L. pudo
enterarse de que la misma férmula habia sido deducida de manera independiente
y con objetivos distintos por un profesor de la UAB para el programa de Céalculo
de Probabilidades de la Diplomatura de Estadistica de esa universidad. Puestos
en contacto los dos autores, hemos decidido escribir un trabajo conjunto donde
aparecen las diferentes motivaciones y méas curiosidades. En particular, la ma-
yor experiencia en el uso de la formula en la UAB nos ha permitido mencionar
posibles variantes, que en el caso de la UVIGO todavia no habian tenido tiempo
de surgir. Cabe destacar que la férmula es independiente de la forma de evalua-
cién continua escogida y por supuesto su uso no esta restringido al ambito de las
Matematicas (ni siquiera al &mbito de la ensefianaza universitaria). También
se proponen algunas alternativas para aquellos a los que les guste la idea pero
tengan dudas sobre algunos de los aspectos del uso de la férmula.

La estructura del articulo es la siguiente: en la Seccién 2 se explican los
contextos en los que cada uno de los autores ha decidido buscar una férmula
para ponderar la evaluacién continua y el examen final. En la Seccién 3 se
exponen los postulados que debfa cumplir la férmula (casi coincidentes para
ambos autores) y se explican los distintos modos de derivar la férmula; aqui se
nota la orientacién investigadora de cada uno de los autores (el primero en el
area de Estadistica y el segundo en la de Matematica Aplicada). En la Seccién
4 se comentan posibles alternativas a la férmula; en particular se define una
familia de formulas que cumplen los axiomas expuestos y que permiten mayor
flexibilidad. Algunas caracteristicas de esa familia de férmulas se estudian desde
un punto de vista matematico en un apéndice, para evitar romper la lectura
fluida del articulo. En la Seccién 5 se muestra con algunos ejemplos como
la propia férmula se puede utilizar para ilustrar algunos de los conceptos de
una asignatura de Célculo Diferencial. Terminamos con dos secciones breves:
en la Secciéon 6 comentamos los resultados del uso de la férmula en nuestras
asignaturas y en la Seccién 7 hacemos una breve (pero necesaria) reflexion sobre
el objetivo de la evaluacién.

2 Antecedentes

Dedicamos esta primera seccion a exponer los contextos en los que ha surgido la
férmula para la evaluacién. Las dos subsecciones estan redactadas en primera
persona por cada uno de los autores.



2.1 Antecedentes en la UAB

A partir del curso académico 2000/2001 empezamos a ofrecer los estudios de la
Diplomatura de Estadistica de la UAB en formato bimodal: presencial y virtual.

Dos fueron los motivos que nos llevaron a tomar esta decision. Por un la-
do, la falta de alumnos que sufrian (y siguen sufriendo en la actualidad) las
distintas titulaciones en estadistica ofertadas en el panorama universitario es-
panol. Por otro lado, la creciente demanda de este tipo de estudios por parte de
licenciados en otras disciplinas (Biologia, Sociologia, Economia, Medicina, Tec-
nologia Alimentaria, etc.), que para su trabajo tienen la necesidad de ampliar
sus conocimientos en estadistica.

A pesar de implementar esta bimodalidad en las asignaturas de la Diploma-
tura, decidimos mantener un tinico grupo de matricula. De este modo, todos los
alumnos se matriculan de la misma forma. Nosotros ofrecemos clases presencia-
les y, simultaneamente, a través del Campus Virtual, ofrecemos todo el material
necesario para poder seguir la asignatura de forma virtual. Cada alumno decide
cémo quiere seguir cada asignatura: de forma presencial, virtual o mixta. Sélo
debe informar al profesor a principio de curso en el caso que quiera cursar la
asignatura de forma virtual o mixta.

El hecho de ofrecer la posibilidad de que el alumno pueda seguir el curso sin
asistir a clase nos llevé, de forma natural, a la necesidad de fomentar el trabajo
continuado. Para los alumnos presenciales el profesor define de forma clara el
desarrollo de la asignatura y va marcando, en las clases, el tiempo que estima
necesario dedicar a cada tema para alcanzar los objetivos propuestos. Ademaés,
el alumno sabe en cada momento si esta llevando la asignatura al dia o precisa
profundizar alguna parte de la misma.

Los alumnos virtuales, sin embargo, se enfrentan solos a los apuntes, ejer-
cicios y practicas. Aunque tengan instrucciones claras del orden y del tiempo
recomendados, su situacién es muy distinta a la de los alumnos presenciales que
mantienen un contacto directo en el aula con el profesor y con sus companeros
de clase.

Se observé por tanto la necesidad de que los alumnos realizaran entregas
de forma periédica para, por un lado, fijar de forma clara el desarrollo de la
asignatura a lo largo del semestre y, por otro lado, para que los alumnos tengan
evidencias de si estan alcanzado los objetivos propuestos.

En nuestro caso llegamos a la necesidad de implementar este “trabajo conti-
nuado” pensando en los alumnos virtuales pero, como teniamos un tinico grupo
de matricula, lo ofrecimos a todos los alumnos.

Como consecuencia, surgié la necesidad de establecer cudl era el peso ade-
cuado que se debia dar a este “trabajo continuado” en la evaluacion de la asig-
natura. En un principio cada profesor establecié diferentes formas de evaluacion
que tenian en cuenta estas entregas a lo largo del curso. Sin embargo, al cabo
de pocos semestres, una mayoria de profesores coincidimos en utilizar para la
evaluacién la formula que proponemos en estas notas.

Los principios que llevaron a proponer esta férmula fueron que la nota final
debia ser un nimero entre 0 y 10 y que el trabajo continuado debia ayudar a



los alumnos que lo realizaban pero no perjudicar a los que no lo hacian o no
lo realizaban de forma satisfactoria. Ademaés, debia ayudar méas a quien méas
entregas realizaba y a quien mejor las hacia.

Pero también era importante no desmotivar a quienes no habian realizado
alguna de las entregas. Si la evaluacién continuada tiene un peso fijo, no recu-
perable, en la nota final, hay alumnos que a las pocas semanas de clase ya ven
que cada vez tienen mas dificil superar la asignatura. Para ponerse al dia deben
dedicar el tiempo necesario a las actividades anteriores que ya se han evaluado
y que ellos no han superado. Pero tienen la presién de una nueva entrega, de
materia nueva, que les descontara de nuevo un porcentaje de la nota final. Esta
situacion aqui descrita lleva a una parte no despreciable de los alumnos a aban-
donar la asignatura. Con la formula propuesta no se penaliza a los alumnos que
no realizan o no superan las entregas.

2.2 Antecedentes en la UVigo

Este curso muchos hemos incorporado a nuestras asignaturas un sistema de
evaluacién adaptado a los nuevos grados del sistema de Bolonia. Ello supone que
se debe tener en cuenta la evaluaciéon continua, es decir, que la nota del alumno
deberia reflejar su esfuerzo a lo largo del curso y no sélo la calificacién alcanzada
en el examen final. En mi caso, debia pensar como evaluar las asignaturas
de Célculo I y Algebra lineal para el grado de Ingenierfa de la Energia de la
Universidad de Vigo.

La evaluacién continua que he llevado a cabo consta de tres pruebas parciales.
La primera de ellas se realiza casi a principio de curso y se preguntan cuestiones
de célculo que el alumno deberfa haber aprendido en Bachillerato (de hecho
son conceptos que forman parte de la materia de los exdmenes de Selectividad).
La motivacién para hacerlo es que los alumnos repasen estas cuestiones. Las
otras dos pruebas parciales corresponden a calculo en una variable y calculo
en varias variables. Las calificaciones son de 1 punto, 1.5 puntos y 2.5 puntos,
respectivamente.

Como la asignatura es cuatrimestral, me parece importante que, aunque con
menor presion que en un sistema sin evaluaciéon continua, el alumno se enfrente
a una prueba global de la asignatura. Por este motivo descarté la idea de que
los exdmenes parciales liberasen materia y mantuve un examen final.

La férmula es independiente del tipo de evaluacién continua, que podria
complementarse con trabajos, exposiciones, practicas o cualquier otra prueba
evaluable. Lo importante es que la féormula para obtener la calificacién final
del alumno (entre 0 y 10) depende de dos variables: la nota de la evaluacién
continua y la nota del examen final.

3 Derivacion de la féormula

En esta seccién se presentan los postulados que ha de cumplir la férmula y
luego se exponen varias maneras de deducirla a partir de estas hipdtesis. Hemos



incluido los enfoques que han utilizado cada uno de los autores, de acuerdo en
ambos casos con su orientacién investigadora.

Para llegar a la expresion de la férmula se han tenido en cuenta cuatro
motivaciones o hipotesis:

(H1) La calificacién final del alumno ha de ser una suma del esfuerzo hecho en
la evaluacion continua y en el examen final, de tal modo que el esfuerzo
en el final necesario para aprobar se modere por el hecho antes.

(H2) Toda calificacién obtenida en la evaluacién continua ayuda en el examen
final (excepto en el caso de que la nota del final sea un 10).

(H3) Si el alumno no quiere o no puede hacer la evaluacién continua, su nota
serd la del examen final.

(H4) La nota méaxima que se puede obtener con la evaluacién continua es 5,
mientras que el examen final puntta sobre 10.

Las dos primeras motivaciones pretenden que los alumnos se esfuercen en la
evaluacién continua y no se desanimen si las primeras pruebas les han salido
mal. La tercera hipétesis nos parece necesaria para alumnos que trabajen, se
incorporen tarde a la asignatura, o sufran algin tipo de percance que no les
permita seguir de forma normal la evaluacién continua. Estas tres primeras
consideraciones fueron completamente comunes como hipétesis de trabajo para
los dos autores de manera independiente. La hipotesis (H4) establece un peso
para la evaluacién continua y es mas flexible. De hecho, podria fijarse cualquier
valor maximo entre 0 y 10. Asi, mientras que en el caso de la UVIGO se ha usado
con el 5, la nota maxima que se podia obtener con la evaluacién continuada en
el caso de la UAB es de 3. Para dar uniformidad al articulo, aqui fijaremos el
valor de 5 en la hipétesis (H4). Nétese que esto sélo afecta al rango de valores
que puede tomar la nota parcial, de modo que el resto del articulo no seria muy
distinto fijando un valor diferente.

Observacion 1. FEs interesante comentar que, si bien un alumno que haga per-
fectas las pruebas de evaluacion continua podria aprobar sin hacer el examen
final, es poco probable que se conformase con un 5. De hecho, los resultados
indican que los alumnos cuya nota se aproxima al 5 en la evaluacion continua
también obtienen sobresaliente en el examen final.

Teniendo en cuenta las hipotesis de trabajo, la calificacién del alumno debe
ser una funcién de la nota obtenida por parciales (sobre 5) y la nota del examen
final (sobre 10). Denotaremos por z a la primera y por y a la segunda, de
modo que la nota resultante es N = N(z,y). Aqui empiezan a aparecer las
matematicas, necesarias para obtener la férmula y analizar sus propiedades.

3.1 Derivacion de la formula: un enfoque estadistico

Desde un punto de vista estadistico, un modo de obtener una férmula que
cumpla con las hipotesis planteadas es proponer una media ponderada entre



la nota y del examen final y un 10, de forma que la evaluaciéon continuada, z,
sirva para establecer los pesos que deben corresponder a cada una de las dos
notas. De esta forma nos aseguramos que la nota resultante tomara un valor
entre la nota del examen final, y, y 10.

Empezaremos proponiendo una media aritmética. En la secciéon 4 veremos
que si proponemos otros tipos de medias podemos obtener otras férmulas alter-
nativas que también cumplen las hipétesis.

Si denotamos el peso de la nota del examen final por f(z), debemos realizar
la media aritmética de

y  con un peso de f(x),
10 con un peso de 1 — f(x).

Por tanto, la nota final de la asignatura sera de la forma:
N(z,y) = (1 - f(z)) 10+ f(z)y.

Si ahora imponemos que la nota de un alumno que saca un 0 en el examen
final sea la nota de la evaluacién continuada tenemos que

N(z,0) =z,

es decir,

de donde se obtiene

x
=1——.
Por tanto, la férmula que obtenemos para la nota final es
x x x
N(z,y) = —1 (177) - (177) . 1
(z,y) = 1510+ ) )y=2t 10) Y (1)

Es facil comprobar que la féormula (1) se ajusta a los postulados (H1)-(H4).
En particular, (H2) es equivalente a que N(z,y) > y siempre que z > 0y
0 <y < 10, lo cual se deduce de la relacién

N(x,y)>y<:)x+<1—£)y>y<:>x(1—£) > 0.

10 10

Nétese que obtener un 10 en el examen final es la tnica manera de que la
calificacién final sea de 10.

3.2 Derivacion de la féormula: un enfoque analitico

La inspiracion del segundo autor para llegar a esta férmula surgié de un modelo
discreto de dindmica de poblaciones que habia estudiado recientemente. Supon-
gamos que los individuos de una poblacién al cabo de n anos se dividen en dos
estructuras de edades: juveniles (J,,) y adultos (A,), de modo que los juveniles
que sobreviven se convierten en adultos al cabo de un afio. Suponiendo que una



parte de los adultos sobrevive al periodo reproductivo, la cantidad de adultos
el siguiente ano es

ATL+1(A7L7 Jn) = aAn + ﬂ(An)Jna (2)

donde suponemos que la tasa de supervivencia de adultos es una constante
a € [0,1] y la tasa de supervivencia de juveniles depende de la densidad de
adultos. Esto es tipico de poblaciones de peces, como los salmones, donde hay
cierto canibalismo: los peces adultos se comen una parte de los huevos. Un
modelo bien conocido para este tipo de poblaciones es el modelo de Ricker (ver,
por ejemplo, la referencia [2]).

En el contexto académico, la nota de la evaluacion continua juega el papel de
A, y la nota del examen final corresponderia a J,,. La nota final juega el papel
de A, 11, que debe obtenerse como la suma de un porcentaje fijo de la evaluaciéon
continua (aA,) y un porcentaje (que depende de la evaluacién continua) de la
nota del examen final (8(A,)J,).

Si 1 es la nota de la evaluacion continua sobre 10 e y es la nota del examen
final, podemos escribir la nota final N(x1,y) como

N(z1,y) = azi + B(x1)y,

donde « es el porcentaje maximo que se le asigna a la evaluacién continua y
B(x1) es el porcentaje asignado a la nota final. Né6tese que auzy es lo que hemos
denominado z; lo escribimos asi para destacar la analogia con (2).

Imponiendo la condicién N(x1,10) = 10, para todo valor de z; (lo que quiere
decir que si un alumno alcanza un 10 en el examen final, su nota debe ser 10
independientemente de lo que haya hecho en la evaluacién continua), se tiene:

ax
N(z1,10) = 10 <= az; + B(21)10 = 10 < B(z1) =1 — 1—01
Asi,
T
N(z1,y) = axy + B(z1)y = axy + (1 - W) Y.

Sin més que sustituir @ = a1, se obtiene de aqui la férmula (1). Recuérdese
que trabajaremos con a = 0.5, pero se le puede asignar cualquier otro valor
entre cero y uno.

Es interesante que la férmula (1) se podria introducir axiométicamente bus-
cando un polinomio cuadrético p(x,y) que verificase p(0,y) = y para todo y,
p(x,0) = x para todo z, y p(z,10) = 10 para todo x. Las dos primeras pro-
piedades reflejan que si un alumno no realiza alguna de las dos partes de la
evaluacién, su nota es la de la otra. La tercera ya se ha explicado antes. Es un
ejercicio sencillo comprobar que un polinomio cuadratico

p(z,y) = Az® + By* + Cay + Dz + Ey + F

cumple estas tres condiciones si y sélosi A =0, B=0, C = -1/10, D = 1,
E =1, F =0, es decir,

1 x
p(w,y)—:chy—TOwy—er(1—E)y—N(ﬂc,y)-



La primera expresiéon de p(z,y) en la férmula anterior indica claramente que
N(z,y) es una funcién simétrica, es decir, N(z,y) = N(y,x) siempre que z e y
estén entre 0 y 5. Como consecuencia, la férmula (1) también se puede escribir
como

N(z,y)=y+ (17%) T.

Con esta expresion resulta claro que cualquier nota positiva en la evaluaciéon
continua contribuye a subir la nota y del examen final, con un peso que es una
funcién lineal decreciente de y.

4 Alternativas a la formula

Uno de los problemas sobre la férmula que han planteado algunos docentes
reticentes a aplicarla en su forma original es el hecho de que siempre suma,
incluso cuando las notas obtenidas en la evaluaciéon continua son muy bajas.
Esto no es un problema grave. Por un lado, esta férmula permite tener en
cuenta en la evaluaciéon tipos de trabajo que debe realizar el alumno que son
dificiles de traducir en una nota, como podrian ser la participaciéon en una wiki,
la busqueda de bibliografia, la realizaciéon de segiin que tipo de practicas, etc.
Por otro lado, si la evaluacién continuada esté formada por controles parciales,
ejercicios o practicas que si que se traducen en una nota concreta, una solucién
para evitar este problema consiste en s6lo puntuar aquellos trabajos que sean
considerados suficientemente satisfactorios como para tenerlos en cuenta. Por
ejemplo, considerar solamente aquéllos cuya nota sea superior a 4 o, si se quiere
ser mas conservador, solo aquéllos que superen el 5.

A modo de curiosidad, si no se impone ninguna restriccién de este tipo, la
nota minima sobre 10 que un alumno tendria que alcanzar tanto en los parciales
de la evaluacion continuada como en el examen final para aprobar la asignatura
vendria dada resolviendo la ecuacién

N(y/2,y) =5,

cuya tinica solucién en el intervalo (0,10) es y = 15 — 5v/5 ~ 3.81966. Es decir,
si no se pone ninguna restriccion, una persona que obtuviese esta nota en todos
los trabajos de la evaluacién continuada (que luego se ponderan al 50% en la
obtencién de la calificacién final) y su nota fuese la misma en el examen final,
aprobaria con un 5 la asignatura. Si, como en el caso de las asignaturas de la
UAB, la nota maxima de la evaluaciéon continua es de 3, entonces este valor
asciende a y = 5(13 — 1/109)/3 = 4.26616.

4.1 Una familia de férmulas alternativas

A continuacién vamos a obtener otras férmulas que cumplen las hipdtesis de
trabajo (H1)—(H4), de modo que podrian usarse como alternativas a la férmula
(1), dependiendo de la ventaja que se le quiera dar al alumno.



Para ello consideraremos tipos distintos de medias. Empezaremos utilizan-
do una media cuadratica ponderada y luego lo generalizaremos a una media
ponderada de orden p.

Queremos considerar una media cuadratica ponderada entre la nota final, y,
y un 10, de forma que, igual que antes, la evaluacién continuada, x, sirva para
establecer los pesos que deben corresponder a cada una de las dos notas. Como
antes, esto nos asegura que la nota final tomara un valor entre la nota y del
examen final y 10.

Si expresamos el peso de la nota del examen final por f(z), queremos realizar
la media cuadratica de

y  con un peso de f(x),
10 con un peso de 1 — f(x).

Por tanto, la nota final de la asignatura serd de la forma:
No(z,y) = /(1= f(2)) 102 + f(x) 2.

Si ahora imponemos que la nota de un alumno que obtiene un 0 en el examen
final sea la nota de la evaluacién continuada, tenemos que

N2(£70) =z,

que se traduce en que
(1= (@) 10 = «,

y por tanto el peso debe ser

En consecuencia, la formula que obtenemos para la nota final es

No(z,y) = \/x2 + 2 (1 - (1”;)2>

De la misma forma, y como generalizaciéon de la media cuadratica anterior,
podemos obtener una media ponderada de orden p, para todo p > 0.
Repitiendo los célculos veriamos que los pesos que hay que considerar son

de modo que la férmula alternativa que se obtiene es

o = (2 (1 (5))) g

Por ejemplo, para p = % tendriamos,

V(o) = (Vo + v (1- 10))



La expresion (3) representa una familia de férmulas alternativas para pon-
derar la evaluacién continua que cumplen las hipétesis (H1), (H2), (H3) y (H4).
Otra propiedad comun interesante es que la funcién N,, es simétrica para todo
p > 0, es decir,

Np(xay) :Np(y’x)vvxvy' (4)

De alguna manera, esta propiedad indica que, como cabe esperar, el esfuerzo
que no se haga en la evaluacién continua habrd de compensarse con un buen
examen final.

Pese a las analogias, la familia de férmulas (3) proporciona toda una serie de
posibilidades de tener en cuenta la evaluacion continua que van desde las més
conservadoras hasta las més “generosas” con el alumno.

La figura 1 representa el grafico conjunto de las notas finales en funcién de
la nota del examen de un alumno que obtuvo una calificacién de z = 2.5 (la
mitad de los puntos posibles) en la evaluacién continuada, aplicando distintas
elecciones del pardmetro p en la férmula (3).

10

(2.5,y)

Figura 1: Nota final N, de un alumno que ha obtenido 2.5 puntos en la evalua-
cién continua en funcién de la nota del examen final y. Comparativa de distintas
elecciones de p en la férmula (3): linea discontinua superior para p = 0.5, linea
gruesa para p = 1, y linea fina para p = 1.5. También se incluyen en trazo
discontinuo la recta N, = y (que corresponderia a no tener en cuenta la eva-
luacién continua; formalmente, p = co0) y la recta horizontal N, = 5, nivel del
aprobado.

Observamos que la férmula Ny 5(x,y) es mas conservadora y la férmula
No.5(x,y) es méas favorable al alumno. De hecho, la nota minima que un alumno
necesita en el examen final para obtener un aprobado es de y = 1.71573 para
p=20.5,y=3333 parap=1, e y =4.0862 para p = 1.5.

Esto podria parecerle a algiin docente un regalo excesivo para el alumno,
pero téngase en cuenta que, usando el método tradicional de exdmenes parciales

10



que liberan materia, el alumno podria estar aprobado con su 2.5 sobre 5 en las
pruebas parciales, sin necesidad de presentarse al examen final.

La ayuda obtenida con la evaluacién continuada se puede computar como
la diferencia Np(z,y) — y, es decir, la distancia entre la nota sin evaluacién
continuada (recta N, = y) y las notas con las distintas féormulas. Podemos
observar que, mientras que las férmulas N (z,y) y N15(z,y) ayudan més cuando
menor es la nota y (pues la distancia entre las graficas correspondientes a estas
férmulas y la recta N, = y es una funcién decreciente de y), esta propiedad
de monotonia deja de cumplirse para la férmula Ny 5(z,y). De hecho, como ya
se ha indicado antes, la funcién de ayuda de la evaluaciéon continua en el caso
p =1 no es mas que la funcién lineal

Y
Alz,y)=N(z,y) —y ==z (1 - *) -
10
Es decir, el factor de ayuda de la nota parcial es 1—y/10, que decrece linealmente
desde el factor 1 (toda la nota parcial) para y = 0 al factor 0 para y = 10 (la
nota parcial no ayuda nada si en el examen final el alumno tiene un 10).

4.2 Estrategia de reparto del esfuerzo

Si consideramos que el alumno debe repartir su esfuerzo en las tareas de evalua-
cién continua y la preparacion del examen final (aunque dificilmente se pueden
considerar tareas independientes), es interesante preguntarse cudl es la estrate-
gia 6ptima para alcanzar el aprobado utilizando los diferentes valores del para-
metro p en la férmula (3).

Una manera de plantear este problema desde un punto de vista matemaético
consiste en encontrar los valores de (z,y) de tal forma que N,(z,y) =5y la
norma euclidea del vector (z,y) sea minima. En el apéndice se justifica mate-
maéaticamente el hecho de que la mejor estrategia es obtener la misma calificacién
en la evaluacién continua que en el examen final, es decir z = y, siempre que
0 < p < p*, donde p* toma un valor aproximado de 1.65122. De hecho, el “es-
fuerzo necesario” para llegar al aprobado es una funcién creciente de p, lo que
permite escoger un valor dependiendo del grado de ayuda que se le quiera dar
al alumno; la férmula (3) con valores de p menores que 1 son més favorables al
alumno que la férmula (1), mientras que los valores de p mayores que 1 tienen
el efecto contrario. Véase la figura 2, donde se representan las curvas de nivel
Ny(xz,y) = 5 para p € {0.5,1,1.5}. También se incluye la recta y = x para
destacar la distancia minima de cada una de las curvas a (0,0).

No es dificil probar que, para cada p > 0, la curva de nivel Ny(z,y) = 5
tiene un vnico el punto fijo en el intervalo [0, 5] y viene dado por

o) =10 (1 - V1= 057)

En el caso de aplicar la férmula (1), el alumno aprobaria alcanzando x = y =
c(1) = 10 — 5v/2 &~ 2.92893, para p = 0.5 le bastarfa z = y = ¢(0.5) ~ 2.10501,
mientras que para p = 1.5 necesitarfa x = y = ¢(1.5) = 3.37398.

1/p
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Figura 2: Representacién de Np(z,y) = b para p = 1 (linea continua gruesa),
p = 0.5 (linea discontinua) y p = 1,5 (linea continua fina). También se incluye
la recta x = y.

Para valores de p > p*, la mejor estrategia deja de ser obtener la misma cali-
ficacion, y para p > 2 podemos concluir que, aunque los puntos de la evaluacién
continua siguen sumando, de algin modo el esfuerzo invertido en la evaluacién
continua deja de ser rentable. Algunas de estas afirmaciones se justifican en el
apéndice; otras se dejan planteadas como problemas abiertos.

No debemos olvidar que x = z1/2, donde z; es la nota de la evaluacién
continua sobre 10. Por tanto, la “estrategia 6ptima” x = y en realidad supone
que el alumno se esfuerza el doble en la evaluaciéon continua que en el examen
final (21 = 2y).

5 La férmula como ilustracion de conceptos de
la asignatura de Calculo

Aparte de que la funcién definida en (1) sea satisfactoria desde el punto de vista
de las premisas (H1)—(H4), también puede convertirse en un buen ejemplo para
ilustrar algunos de los conceptos de la propia asignatura de Célculo. En esta
seccién se exponen algunos ejemplos. Para una explicacion méas detallada de los
distintos conceptos véase cualquier libro de Célculo Vectorial, por ejemplo, [1].

5.1 Curvas de nivel

El alumno conoce su nota de las pruebas parciales antes de presentarse al examen
final y quiere saber la nota necesaria para alcanzar el aprobado (o el notable, o
el sobresaliente). Para cada K € [0, 10] se pueden calcular los valores de x e y
para los cuales N,(x,y) = K; estas son las curvas de nivel de la funcién y, en
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particular, N,(z,y) = 5 define la curva de nivel del aprobado para cada eleccién
de p en la férmula (3). En la figura 3 se representan las curvas de nivel de N y
de Ny 5 para los valores enteros de K entre 1 y 10.

p=1 p=0.5
10 ‘ ‘ | | 10 | | ‘ ‘
—_— ~—
— I T~ T
ylo — y — T
. — \\\ \ T~
L —_ O\ ~ T
— ~ \ \

Figura 3: Curvas de nivel de N, para p =1 (izquierda) y p = 1/2 (derecha).

Las curvas de nivel de N, se pueden obtener explicitamente:

KP _ 4P )1/10
1= ()"

Si denotamos por y = g, i (x) la funcién definida por la curva de nivel Ny (z,y) =
K, es sencillo comprobar que g, ;(z) < 0 para todo z € [0,5] y K < 10. El
hecho de que las curvas de nivel sean decrecientes con x (salvo en el caso K = 10,
en el que son constantes) ilustra de nuevo la hipétesis (H2).

Noétese que de la propiedad de simetria (4) se sigue que las curvas de nivel
son simétricas con respecto a la recta y = z.

Np(gc’i‘/):K<:>(1—($)p)yP:KP_xp<:>y:<

5.2 Gradiente como direccién de crecimiento mas rapido

Es bien sabido que una importante interpretacién geométrica del vector gra-
diente, V f(zp), de un campo escalar f : R™ — R en un punto zg (en particular
paran = 2y n = 3, donde se puede visualizar) es que apunta en la direccién en
la cual f crece méas rapidamente.

En el caso de la funcién N(z,y) definida en (1), el alumno parte al principio
del curso del punto (0,0) y podria plantearse con qué estrategia de reparto de su
esfuerzo entre la evaluacién continua y la preparaciéon del examen final avanzaria
mas rapido hacia el aprobado. Dado que

VN(z,y) = (1—%,1—%),
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se obtiene que VN(0,0) = (1,1). La direccién del gradiente conduce a la inter-
seccién de la recta y = x con la curva de nivel del 5, que es el punto (¢(1), ¢(1)),
donde ¢(1) = 10 — 5v/2 ~ 2.93 ya fue calculado en la Seccién 4.2.

En la figura 4 se representan las curvas de nivel de N correspondientes a 1,
3y 5y un vector en la direccién del gradiente hasta su intersecciéon con la curva
de nivel del aprobado.

5

T k=3
~— K5 ——
S gradiente —
.
4
y N
? N
e
7 -
P N
s p
AN
N
\
1 - X
h e
e \\
o / N \ \
0 1 2 3 4 5

X

Figura 4: Direccién de méximo crecimiento de N a partir de (0, 0).

5.3 Extremos absolutos y extremos condicionados

Como N es una funcién continua definida en un subconjunto compacto D =
[0, 5] x [0,10] de R?, alcanza el méximo y el minimo absolutos en D. Es sencillo
comprobar que no hay puntos criticos de N en el interior de D, ya que el tnico
punto donde VN (z,y) = (0,0) es (10,10), que no pertenece a D y ademés es
un punto de silla puesto que la matriz hessiana de N es siempre indefinida. Un
analisis de la funcién N restingida a la frontera de D muestra que el minimo
absoluto es 0 y se alcanza en (0,0), mientras que el méximo absoluto es 10, que
se alcanza en todos los puntos de la forma (z,10), con x € [0, 5].

Una ilustraciéon del teorema de los multiplicadores de Lagrange consiste en
minimizar la funcién F(x,y) = 2% + y? (que mide la distancia al cuadrado de
(z,y) a (0,0)) sujeta a la restriccién N(z,y) = 5, es decir, minimizar el esfuerzo
para llegar al 5. El resultado es de nuevo el punto (¢(1),¢(1)), representado en
la figura 4.

Este problema de optimizacién para el caso general de N, (z,y) conp > 0 ya
se ha tratado en la Seccién 4.2. En este caso, el método de los multiplicadores
lleva a un complicado sistema de ecuaciones no lineales; por ello en el apéndice
se aborda de una manera diferente.
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6 Resultados

En los diez afios que se lleva aplicando la férmula por parte de distintos profeso-
res del Departamento de Matematicas de la UAB hemos podido comprobar que
fomenta en gran medida el trabajo continuado del alumno. De hecho hay una
correlacién muy alta, en general, entre la nota que los alumnos obtienen en la
evaluacién continuada y su nota en el examen final. Por tanto, la mayor virtud
de la férmula, mas que ayudar a aprobar més alumnos, que también, es que
fomenta el trabajo a lo largo del curso. Por este motivo muchos profesores del
Departamento de Mateméticas de la UAB la han aplicado en sus asignaturas.
Primero su uso se extendié entre el profesorado de la Diplomatura de Estadis-
tica, pero después también se empezd a utilizar en asignaturas de matematicas
y estadistica de distintas titulaciones.

La experiencia llevada a cabo durante el curso 2010/2011 en la asignatura de
calculo diferencial en una y varias variables del grado de Ingenieria de la Energia
de la Universidad de Vigo corrobora la de la UAB. Otro aspecto destacable es
el alto nivel de participacién: de los 49 alumnos matriculados, 46 hicieron las
tres pruebas parciales y 48 se presentaron al examen final.

Una vez finalizado el cuatrimestre, los alumnos opinan que hacer 3 pruebas
parciales es un sistema de evaluacion continua que les motiva para llevar al dia
la asignatura.

7 Una reflexion sobre el objetivo de la evalua-
cién

Esta férmula lleva incorporada una idea de la docencia que puede (y debe) ser
motivo de debate. Con la docencia de la asignatura queremos que los alumnos
alcancen unos objetivos determinados; con la evaluaciéon queremos que el alumno
demuestre evidencias de que ha alcanzado unas determinadas competencias re-
lacionadas con esa materia, que a menudo se traducen en unos determinados
resultados del aprendizaje. La metodologia docente y la planificacion de la asig-
natura consisten en trazar un camino que el profesor sabe, por su experiencia en
la materia, que conduce a estos objetivos. Pero evidentemente hay otros caminos
alternativos que también conducen a este mismo objetivo final. Esta férmula
incluye de forma implicita la idea de que no hay que penalizar a un alumno que
haya seguido otro camino alternativo si es capaz de demostrar que ha alcanzado
los objetivos propuestos. Por otro lado, el profesor traza ese camino general
teniendo en cuenta la ubicacion de la asignatura en el plan de estudios, sabien-
do cudles son las materias que el alumno ya deberia haber cursado. Pero en el
grupo de alumnos matriculados cada vez hay méas heterogeneidad. En el caso
de la UAB habia profesionales, ya licenciados en otra disciplina, que cursaban
como segunda titulacion la Diplomatura de Estadistica. Estos alumnos, que en
su mayoria utilizan la estadistica en su trabajo diario, ya han alcanzado algunas
de las competencias asociadas a algunas asignaturas y, sin embargo, deben pro-
fundizar mas en otras. Hay también en el aula alumnos Erasmus de los cuales
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no tenemos toda la informaciéon sobre qué competencias han trabajado en las
asignaturas que han cursado en su universidad de origen y que, en cualquier
caso, el plan de estudios que han cursado seguro que no coincidira con el de
nuestra universidad. Hay también alumnos que se han cambiado de universidad
o de titulaciéon, etc. Esta diversidad en el aula hace que el camino trazado por
el profesor, que serd el que seguird la mayoria, no sea el més adecuado para una
minoria. Esta formula no penaliza los alumnos que decidan seguir otras alterna-
tivas siempre y cuando terminen demostrando que han alcanzado los objetivos
de la asignatura.

Apéndice

En este apéndice se prueban algunos resultados relacionados con el problema
planteado en la Seccién 4.2.

Denotaremos por gp i (x) la funcién que define la curva de nivel N,(z,y) =
K, que ya ha sido obtenida en la Seccién 5.1:

(@) <K>/ (5)

k() = —F—3% ) 5
1-({5)

Notese que, aunque para el proposito de esta nota el rango de valores de z es

[0,5], la funcién g, x esta bien definida en el intervalo [0, K] y toma valores en

[0, K]. En el primer resultado se establecen dos propiedades de g, x que ya han
sido mencionadas antes.

Proposicién 1. Las funciones g, x son estrictamente decrecientes en [0, K] si
K < 10 y ademds son involuciones, es decir,

9. (9p,x (2)) =z, V& € [0, K]. (6)

Demostracion. Para probar que g, r-(x) < 0 para todo z € [0, K], basta demos-
trar que H'(y) < 0, Vy € [0, K?], donde

KP —y
H(y) = T

Esto es una consecuencia de que g, x (x) = 10(H(2?))'/?. De manera elemental
se obtiene que si K < 10 entonces
KP —10P
H(y)= ——— <0,y €[0,K?].
(¥) 107 — 2 y € [0, K*]

La segunda parte de la proposicién se puede probar directamente, es decir,
calculando g, k (9p,x (z)) y simplificando el resultado. Una forma més elegante
de probarlo es usar la propiedad de simetria (4). Si denotamos = = fp x(y)
las funciones que definen la curva de nivel N,(z,y) = K, pero en este caso
despejando z, es claro que g, k y fp,x son funciones inversas: como

gp,K(x) =Yy Np(x,y) =K <— fp,K(y) =z,
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se deduce que
Ip.x(gpx(2)) =2, V2 €[0,K].

Por otra parte, como N,(z,y) es una funcién simétrica, es evidente que g, x y
fp,x son la misma funcién. Esto termina la prueba. O

Una consecuencia 1til de la Proposicién 1 es la siguiente:
Corolario 1. Six, es un punto fijo de g, rc entonces g, () = —1.

Demostracion. Sin mas que aplicar la regla de la cadena a la relacién (6), se
tiene

Ip. (9p.x () gp i (x) =1, V @ € [0, K].
En un punto fijo x,, la relacién anterior se convierte en
(9p.x (@p))?* = 1.
Como gy, i es decreciente, la inica posibilidad es que g, i (z) = —1. O

Utilizaremos el Corolario 1 para relacionar los puntos fijos de g, x con
los extremos locales de la funcién que mide la distancia de la curva de nivel
Ny(z,y) = K al origen. Como es habitual, trabajaremos con el cuadrado de la
distancia para simplificar los célculos. Consideramos entonces la funcién

2

dp, i () = ||(2, gp, i (2)) || = 2* + (gp,x (). (7)
Proposicién 2. Six, es un punto fijo de g, i entonces d;, y(z,) = 0.
Demostracion. Aplicando las reglas elementales de derivacién se obtiene:

v (T) = 22 + 295 Kk () ), i (2).

Si z,, es un punto fijo de g, x entonces, por el Corolario 1,

o x(Tp) = 22 + 22509,k (2p) = 21, — 23, = 0.

O

Caélculos directos prueban que existe un tnico punto fijo de g, x en [0, K] y
viene dado por la expresion

1/p
coic = 10 (1 e <§))p> . (8)

El siguiente resultado se prueba mediante calculos elementales, usando la
expresion (6) y el Corolario 1.

Proposicién 3. Para el punto fijo definido en (8) se cumple la siguiente pro-
piedad:

2 p
P K
ZvK(Cp7K)>O<:>4+<1O> < 1.
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Para cada K € (0,10), denotamos por p*(K) la tdnica solucién positiva de
la ecuacién implicita
2 P
P K
= — ) =1 9
i (10) )

Las proposiciones 2 y 3 permiten afirmar que el punto fijo ¢, x es un minimo
local de la funcién d, x para todo p € (0,p*(K)). Es inmediato deducir de la
ecuacién (9) que p*(K) — 2 cuando K — 0y p*(K) — 0 cuando K — 10. En
la figura 5 se representan los valores de p*(K) para K € (0, 10).

20— T a
PHS) e \
15k 3 1
I PN
p * ; \
\
100 : \ 1
\
\\
\
' \
051 \\ A
L 3 .-
: \ ]
0.0} ) : ) \-
0 2 5 8 10

Figura 5: Representacién de p*(K) para K € (0,10). Se destaca el valor de
p*(5) ~ 1.65122.

En el caso particular del nivel K =5 (el del aprobado), se tiene el siguiente
corolario:

Corolario 2. La funcién dy, s alcanza un minimo local en c, 5 si y sélo si 0 <
p < p*(5), donde p*(5) = 1.65122 es la dnica solucion positiva de la ecuacion

2 P
P 1
— -] =1.

El Corolario 2 prueba que la estrategia @ = y (es decir, obtener la misma
calificacién en la evaluacién continua y en el examen final) es una solucién del
problema de minimizar la funcién d, 5 siempre que se use la férmula (3) con
0 <p<p*(b).

Nuestras simulaciones muestran que de hecho d, 5 alcanza un minimo global
en ¢, 5 si 0 < p < p*(5). Dejamos aqui propuesto el siguiente problema:

Problema 1. Probar que dj 5(x) > 0 para todo x € (¢, 5,5) si0 < p < p*(5).
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Notese que probar esta afirmacion es suficiente ya que, de ser cierta, se
deduce del Teorema de Rolle que d;’g) no se puede anular en el intervalo (¢ 5,5),
y por tanto dp, 5 no tiene otro minimo local en ese intervalo. Por la propiedad
de simetria de N, tampoco pueden existir minimos locales de d,, 5 en (0, ¢, 5).

Resta comentar qué sucede si p > p*(5). Nuestros estudios numéricos mues-
tran que en este caso el minimo global deja de alcanzarse en un punto fijo de
9p,5- A cambio, d, 5 tiene un maximo local en ¢, y se alcanza un minimo local
(v global) en dos puntos ci, < ¢p5 < Ca2p, de tal modo que c1, — 0y cop — 5
si p — 27. Notese que, por la propiedad de simetria de N,, se cumple que
C2p = gp,5(C1p)-

Para p > 2 los minimos absolutos de d, en [0, 5] se alcanzan para x = 0
y £ = 5. Es decir, una estrategia de minimo esfuerzo es tener un cero en la
evaluacién continua y alcanzar un 5 en el examen final. Se podria interpretar
que el esfuerzo invertido en la evaluacién continua deja de ser rentable si se usa
la férmula (3) con p > 2.
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