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Sobre ecuaciones diferenciales con

retraso, dinamica de poblaciones y
numeros primos

Eduardo Liz

. Qué tienen en comun los modelos matematicos en dindmica de poblacio-
nes y los nimeros primos? En mi caso, encontré una respuesta en mis investi-
gaciones sobre la estabilidad de ecuaciones diferenciales con retraso. Hoy, por
curiosidad, busqué en Internet otras posibles conexiones y me llamé la aten-
cién que las cigarras de la especie Magicicada (literalmente, cigarras magicas)
pasan la mayor parte de su vida bajo tierra y emergen periddicamente para
reproducirse durante seis semanas unicamente cada 13 o 17 anos (imaginen
las serenatas nocturnas producidas por miles de millones de estos seres esos
dfas). El hecho de que estos nimeros sean primos parece responder a una
estrategia para evitar a los depredadores: si se reprodujesen cada 12 anos,
estarian a merced de los depredadores con ciclos de reproduccion de 2, 3, 4 y
6 anos. Una prueba mas de que la Naturaleza sabe Matematicas. .. Pero esto
es otra historia y debe ser contada en otra ocasién. Si se han quedado con
curiosidad, pueden consultar, por ejemplo, la referencia [6] o la pdgina web
que le dedica a estos fascinantes animalitosEl la Universidad de Michiganﬂ En
cualquier caso, ya me sorprende un poco menos que la ecuacién diferencial
con retraso que modela el crecimiento logistico haya aparecido hace mas de
50 anos en un intento de encontrar una demostracién sencilla del teorema del
numero primo. Es esta una de las partes méds atractivas de estas notas, en
las que también aprovecharemos para dar a conocer algunos aspectos de las

!Parece ser que Bob Dylan dedicé una cancién en 1970 a esta rara aparicién periédica
de las cigarras.
’http://www.ummz.lsa.umich.edu/magicicada/Periodical/Index.html
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ecuaciones con retraso y pasearemos por el mundo de los sistemas dindmicos
discretos. Por el medio aparecen niimeros magicos y personajes inquietantes
que ayudaran a hacer mas amena la lectura.

Introducciéon

Una version preliminar de estas notas fue preparada para impartir la
conferencia del mismo titulo en la Jornada “Tres aspectos de la investigacion
matematica en Galicia”, organizada por el Instituto de Matematicas de la
Universidad de Santiago de Compostela el 4 de Abril de 2001. Mas tarde
imparti la misma charla en las universidades de Murcia, La Rioja, Zaragoza
y UNED (Madrid). En todas ellas tuvo muy buena acogida, lo que agradez-
co sinceramente. Igualmente agradezco la invitacién a preparar una versién
del trabajo para la revista Materials Matematics. Muchos de los conteni-
dos fueron adaptados del trabajo [16], preparado en Santiago de Chile en
colaboracién con Gonzalo Robledo (que ahora es investigador post-doctoral
en el Insituto Tecnologico de Israel) y Sergei Trofimchuk (catedratico de la
Universidad de Talca, Chile).

He estructurado el trabajo en las siguientes secciones:

1. Las ecuaciones diferenciales con retraso se duchan con nosotros.

2. Ecuaciones con retraso en modelos de poblacién: la ecuacién logistica.
3. La atraccion global y el teorema del nimero primo.

4. La conjetura de Wright.

5. Dinamica unidimensional: la derivada de Schwarz.

6. Méds sobre el nimero 3/2.

1. Las ecuaciones diferenciales con retraso se
duchan con nosotros.

Probablemente pocos de ustedes estan familiarizados con las ecuaciones

diferenciales con retraso. Sin embargo ellas tienen tanta confianza con ustedes
que estan presentes en su ducha diaria. La teoria de ecuaciones diferenciales
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con retraso se ocupa de modelos donde la variacion de la variable de estado
x con el tiempo depende en cada instante ¢ no sélo de z(t) sino también de
los valores de x en instantes anteriores. En estas notas las ecuaciones que
aparecen son principalmente de la forma 2'(t) = f(x(t),z(t —r)), donde f es
una funcién dada y r > 0. El lector interesado en ecuaciones mas generales
y sus aplicaciones puede consultar algunas de las monografias [3] 10} 14, 15].

Aunque la teoria general es bastante compleja, el caso mas sencillo posi-
ble (una ecuacién lineal escalar de coeficientes constantes dependiente de un
tnico pardmetro de retardo) sirve para motivar la importancia de las ecua-
ciones con retraso. Para ello he tomado prestado un ejemplo propuesto por
Kolmanovskii y Myshkis en [14] (merece la pena consultar el libro para ver la
ilustracién que acompana al ejemplo, no me he atrevido a robarla también).
Consideremos una persona que empieza a ducharse y quiere que el agua al-
cance una temperatura éptima T, mediante el giro de un grifo. Se supone que
el cambio de temperatura AT es proporcional a la variacién del dangulo de
rotaciéon A« con coeficiente k. Denotemos por T'(t) la temperatura del agua
en el mezclador y 7 el tiempo necesario para que el agua salga de la ducha.
Se puede suponer que la variacion en la rotaciéon del grifo es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del agua que sale de la ducha y la que desea
la persona (7}) con constante /. Esta constante depende de la longitud del
tubo y del temperamento (o del pulso) de la persona. Esto conduce a una
ecuacion con retraso para la temperatura:

T'(t) = —kd'(t) = =kU(T(t —r) —Ty) (1)
El cambio de variable z(t) = T'(t) — T, convierte la ecuacién (1f) en
' (t) = —ax(t — 1), (2)

donde a = kl > 0. Observemos que con este cambio de variable la aproxima-
cién a Ty se convierte en una aproximacion a cero. La ecuacién es una
ecuacién diferencial lineal con retraso y, a diferencia de lo que ocurre con la
ecuaciéon diferencial lineal ordinaria 2'(t) = —ax(t), el comportamiento de
las soluciones varia con los parametros a y r. Obsérvese que si r = 0 las
soluciones de la ecuacién 2/(t) = —ax(t) son de la forma z(t) = z(0)e”* y
por tanto convergen exponencialmente a cero. Volviendo a nuestro modelo,
esto quiere decir que si el agua sale fria al principio entonces conseguimos la
temperatura deseada de forma progresiva, calentdndola cada vez mas. Pro-
bablemente eso no es lo que observa usted a la hora de la ducha; al menos yo
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recibo agua mas caliente de lo deseable antes de conseguir una temperatura
aceptable. Como consecuencia, el modelo con 7 = 0 no es muy fiable. En el
caso de retardo positivo, la ecuacion (2)) no es tan facilmente integrable y el
comportamiento de las soluciones viene dado por las raices de la ecuacion
caracteristica. Al igual que en el caso ordinario, buscamos soluciones de la
forma e y sustituimos directamente en la ecuacién para obtener

A(

AeM = —aeM) = XA+ ae M = 0.

Las raices de esta ecuacion trascendente proporcionan los valores caracteristi-
cos, que determinan el comportamiento de las soluciones. En particular, todas
los valores caracteristicos tienen parte real negativa siy sélo si ar < 7/2 (ver,
por ejemplo, [10]). Expondremos brevemente los tres comportamientos que
se observan al aumentar el valor de ar.

» Siar < 1/e, las soluciones convergen exponencialmente a cero, como
sucede en el caso ordinario. Esto indica que los retrasos pequenos no
influyen en la dindmica (una frase que forma parte del folcolore de las
ecuaciones con retraso es “small delays do not matter”, es decir, “los
retrasos pequenos no importan”). Este caso se corresponde con un tubo
muy pequenio y una persona tranquila, con lo cual la temperatura se
va alcanzando de forma progresiva. Véase la Figura 1, donde se han
tomado los valores r =1, a = 0,1.

» Sil/e < ar < /2 las soluciones convergen a cero pero oscilando. Este
comportamiento es caracteristico de las ecuaciones con retardo, pues es
imposible en una ecuacién diferencial lineal ordinaria de primer orden.
Se corresponde con un tubo un poco més largo y/o una persona con
temperamento méas fuerte. Se consigue la temperatura deseada pero
pasando por etapas de frio y calor. Seguro que este comportamineto
les resulta mas familiar. En la Figura 2 se puede observar una de estas
soluciones parar =1, a = 1,4.

» Siar > 7/2 aparecen soluciones periddicas e incluso soluciones no aco-
tadas. Los altos valores de a y r hacen que el agua pase sucesivamente
de fria a caliente sin estabilizarse en torno al valor deseado. En la Figura
3 se muestra una solucién periédica, obtenida tomando r = 1, a = 7/2.
La existencia de soluciones periddicas en una ecuacion diferencial li-
neal de primer orden es un fenémeno que diferencia las ecuaciones con
retardo de las ecuaciones ordinarias clasicas.
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Figura 1: Solucién de la ecuacion z'(t) = —0,1z(t — 1)
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Figura 2: Solucién de la ecuacién z/(t) = —1,4x(t — 1)
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Figura 3: Solucién de la ecuacién z'(t) = —(7w/2)x(t — 1)
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Desafortunadamente, los modernos sistemas de programacion de la tem-
peratura amenazan seriamente la validez de este ejemplo en un futuro, asi que
en la siguiente secciéon nos ocupamos de un modelo que tiene mas posibilida-
des de persisitir.

2. Ecuaciones con retraso en modelos de po-
blacién: La ecuacion logistica.

Una de las motivaciones mas importantes para el estudio de las ecuaciones
diferenciales con retraso viene de la biologia matematica, y en particular de
la dinamica de poblaciones. En esta seccién repasamos algunos modelos de
poblacién para una especie, con especial atencion a la ecuacion logistica.

Los modelos mas simples son los modelos independientes de la densidad,
es decir, aquellos en los que se supone que las tasas de natalidad y morta-
lidad por individuo no dependen del tamano de la poblacién. Malthus en
1798 propuso un modelo de este tipo en el que las tasas de natalidad y
mortalidad en cada instante son proporcionales al nimero de individuos de
la poblacién en ese instante. Si denotamos por z(t) el nimero de individuos
de la poblacién en el instante t (se permite que z(t) tome cualquier valor real
positivo, aunque en la interpretacién real debe tomar sélo valores enteros),
entonces x'(t) representa la tasa de variacién del tamano de la poblacién y
viene dada por la ecuacion

Z'(t) = ax(t) — bx(t), (3)

donde a y b son respectivamente las tasas de natalidad y mortalidad per
capita. El parametro p = a — b se suele llamar tasa intrinseca de crecimiento
y determina completamente las soluciones de la ecuacién , que solamente
tienen tres comportamientos posibles: crecen exponencialmente si p > 0,
decrecen exponencialmente hacia cero si p < 0 y son constantes si p = 0
(esto resulta evidente de la expresién de las soluciones z(t) = xpe?”, donde
xg es la poblacién inicial).

El crecimiento exponencial se ajusta bastante a la realidad durante un
cierto periodo de tiempo (se conocen datos reales de la evolucién de la po-
blacion humana que se corresponden con este comportamiento durante unos
anos [I1]). Sin embargo, es natural pensar que a largo plazo no es un mo-
delo realista, debido principalmente al agotamiento de los recursos. Ademas,
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K/2

Figura 4: Soluciones de la ecuacién de Verhulst

el modelo malthusiano tampoco explicaria una situacion que se observa con
cierta frecuencia en la naturaleza: la estabilizaciéon de la poblacién hacia un
valor de equilibrio. Podemos concluir que un modelo realista a largo pla-
zo debe tener en cuenta que las tasas de natalidad y mortalidad dependen
del tamano de la poblacién, debido a que cuando ésta crece demasiado de-
be existir un proceso de autolimitaciéon (llamado comtunmente competicion
intraespecifica).

VerhulstEl propuso en 1836 su célebre ecuacion logistica, en la cual la tasa
de mortalidad se supone constante mientras que la tasa de natalidad depende
linealmente del tamano de la poblacién, de tal modo que la poblacion no
puede crecer indefinidamente y existe un valor K de la densidad de poblacion
en el cual la tasa de crecimiento per capita es cero. Esta constante K actia
como nivel de saturacién y se suele determinar en funcién de la cantidad
de recursos disponibles. Estas consideraciones conducen a la ecuacién de
Verhulst

x(t)

2'(t) = pa(t) ( - 7) 2> 0. (4)

La ecuacion es facilmente integrable y se puede comprobar que el equili-
brio positivo x = K es globalmente asintéticamente estable para = > 0. El
otro equilibrio (x = 0) es inestable y las soluciones tienen un comportamiento
como el que indica la Figura 4.

3Si el lector desea saber mas sobre la vida y contribuciones de Verhulst, es recomendable
la lectura del trabajo de Jean Mawhin [21].
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En particular, las soluciones con valor inicial xy < K /2 presentan un
punto de inflexién que se observa habitualmente en las tablas reales (ver
[11, 241).

Sin embargo existen ejemplos, incluso en poblaciones humanas, que mues-
tran que la poblacién a veces sigue creciendo por encima del nivel K en lugar
de aproximarse indefinidamente a él por debajo. En experimentos reales se
observa también un comportamiento peridédico en la evolucién del tamano de
la poblacién de ciertas especies de insectos que no puede explicar el modelo
logistico de Verhulst. Una de las caracteristicas de la ecuacién @ que podria
explicar estas deficiencias reside en el hecho de que considera que la tasa de
natalidad actia instantdneamente, mientras que en general existe un cierto
retraso debido a la influencia de factores como el periodo de madurez y el
tiempo de gestacién. Hutchinson propuso en 1948 [13] la ecuacién logistica
con retardo

o) =pat (1- ) 5)

donde r representa la edad de maxima capacidad reproductiva de un indi-
viduo de la poblacion. En este caso la tasa de crecimiento per capita en el
instante ¢ es una funcién lineal de la poblacién en el instante ¢ — r. Para la
comparacion con otros modelos, nos resultara 1til escribirla en la forma

2(t)/x(t) = fz(t — 7)), (6)

donde en este caso f(x) = p(1 —x/K) (ver Figura 5 (a)).

Un célebre ejemplo del comportamiento de una poblaciéon segtun la ecua-
cion se puede encontrar en los experimentos realizados por el entomolo-
go australiano A.J. Nicholson [25] con poblaciones de la mosca de la oveja
(Lucilia cuprina). Los datos obtenidos por Nicholson permiten observar un
comportamiento oscilatorio de las soluciones y May [22] encontré los valores
de los parametros de la ecuaciéon de Hutchinson que mejor se adaptaban a
estos datos (que corresponden aproximadamente a pr = 2,1).

Mencionamos a continuacién dos generalizaciones del modelo logistico.
En 1963, el ecélogo F.E. Smith [30] traté de utilizar la ecuacién (b)) con
r = 0 para interpretar sus experimentos sobre el crecimiento de la poblacion
de la mosca Daphina magna. Sin embargo, observé que en este caso la tasa de
crecimiento per capita no es una funcién lineal de la poblacién como sucedia
para la Lucilia cuprina. Basdandose en sus datos experimentales, sugirié que
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Figura 5: Tasas de crecimiento per capita para los modelos (a) logistico, (b)
food-limited, (c) con efecto Allee.

esta tasa tiene una dependencia de la poblacién regulada por la funcién
racional (ver Fig. 5 (b))

K-z

=— K > 0.

Esto da lugar a la siguiente generalizacion de la ecuacién de Hutchinson:

K—xz(t—r)
K+cpx(t—r)’

o'(t) = pa(t) (7)
que se conoce con el nombre de “food-limited model” (ver [9]). Nétese que
para ¢ = 0 se obtiene precisamente la ecuacion ((5)).

Para r = 0 (es decir, sin factores de retardo), la ecuacién @ fue conside-
rada por varios autores en sus investigaciones de la influencia de la polucion
en ciertas poblaciones (véase, por ejemplo, [20]).

En 1933, los estudios del bidlogo W.C. Allee [1] mostraron la fuerte in-
fluencia que tienen ciertos “efectos sociales” en el desarrollo interno de la
poblacién de algunas especies con conducta cooperativa (abejas, hormigas,
peces, etc.). Para estas poblaciones, la tasa de crecimiento per capita aumen-
ta hasta el instante en que la poblacién alcanza un valor critico. Al pasar
este valor, empieza a disminuir debido a causas como la competencia por
los recursos. Esto se traduce en que la funcién f no es mondétona como en
los casos anteriores sino que tiene la forma indicada en la Figura 5 (c). La
modificacién mas sencilla de la ecuacion de Hutchinson que permite conside-
rar este comportamiento (conocido como “efecto Allee”) viene dada por la
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siguiente ecuacién [8), [15]:

(t—r)

x’(t):x(t)[l—xK }(p+qx(t—r)),x>0,p>0,q20. (8)

De nuevo la ecuacion es un caso particular de esta (se obtiene para p = 1,
g = 0). El cardcter no lineal de la funcién f que relaciona la tasa de creci-
miento per capita con la densidad de poblacién en las generalizaciones @ y
de la ecuacién de Hutchinson hace que muchas técnicas empleadas para
la ecuacion logistica no sirvan. Sin embargo, veremos que tienen caracteristi-
cas comunes que permiten estudiarlas conjuntamente y encontrar resultados
similares para todas ellas.

Mediante un cambio de variable adecuado, todos estos modelos se pueden
escribir en la forma general

v'(t) = flz(t —1)). (9)

Por ejemplo, en el caso de la ecuacién logistica, el cambio de variable z(t) =
—In(z(rt)/K) conduce a la ecuacién

Z(t) = pr(e >t — 1), (10)

que es de la forma (9) con f(z) = pr(e™® —1).

3. La atraccion global y el teorema del niime-
ro primo

Uno de los aspectos méas importantes en el analisis de la dindmica de
una poblaciéon modelada por las ecuaciones , @, es el estudio de la
estabilidad asintética global del equilibrio positivo definido por el nivel de
saturacion K, es decir, la busqueda de condiciones bajo las cuales todas las
posibles evoluciones de la poblacion tienden a estabilizarse en torno a K
cuando transcurre el tiempo.

Por ejemplo, para la ecuaciéon de Hutchinson, resolver el problema de la
estabilidad asintdtica global equivale a encontrar el rango de valores entre
los que deben estar los parametros p y r para que el limite de z(t) cuando ¢
tiende a infinito sea K para cualquier solucién positiva x de la ecuacién ((5)).
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El cambio de variable y(t) = —1 + z(rt)/K transforma la ecuacién de
Hutchinson en la ecuacién
y'(t) = —ay(t —1)(1 +y(t)) (11)

con a = pr. Nos referiremos a (|11)) como ecuacion de Wright. Respecto a esta
ecuacion, el problema anterior se traduce en hallar los valores de a para los

cuales

M y(® =0 .
para las soluciones y(t) de tales que y(t) + 1 = z(rt)/K > 0. En este
caso diremos que el equilibrio y = 0 es globalmente asintéticamente estable
para (TI).

Aunque este problema tiene especial interés en dinamica de poblaciones
y este es el marco mas conocido, resulta curioso que surgié de un problema
clasico de la teoria de niimeros: la bisqueda de una demostracion sencilla del
“teorema del niimero primo”.

Consideremos la funcién 7 que asocia a cada real positivo x la cantidad de
nimeros primos menores o iguales que x (por ejemplo, 7(10) = 4, 7(100) =
25, 7(1000) = 168). Como es bien sabido, hay infinitos niimeros primos y por
tanto lim, o m(x) = oo.

El teorema del ntimero primo establece la siguiente formula asintética:

lm 7(x) In(x)

r——+00 €T

~1. (13)

Esto quiere decir que el orden de crecimiento de la funcién 7(z) es similar al
de la funcién z/In(z). En la Figura 6 se puede ver una comparacién entre
estas dos funciones para n < 200.

El teorema fue conjeturado por Gauss en 1793. En 1852 Chebyshev probd la
siguiente relacion:

7(x) In(zx)

)

lim inf M <1 < limsup
T—+00 T T——+00 X
es decir si existe el limite, éste debe valer 1. Sin embargo, no fue capaz de pro-
bar la existencia del limite. Las primeras demostraciones del teorema tuvieron
que esperar hasta 1896, con trabajos independientes de J. Hadamard y C.J.
De la Vallé Poussin. El lector interesado en mas detalles y referencias mas
precisas puede consultar el capitulo VII de la monografia [27]. Como estas
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Figura 6: Comparacién de las funciones 7(n) y n/In(n).

demostraciones resultaban muy complicadas, otros matematicos importan-
tes continuaron buscando pruebas mas simples y transparentes de la relacion
. Son célebres las demostraciones obtenidas en 1949 por P. Erdésﬂ [5] v
A. Selberg [2§]. Parece ser que en este caso ambos conocian el trabajo del
otro pero no llegaron a ponerse de acuerdo para publicarlo conjuntamenteﬂ

En este contexto aparece el personaje mas aristocratico de nuestra histo-
ria: Lord Cherwelﬂ quien pasé a la historia por razones bien distintas. Fue
el cientifico inglés mas influyente durante la segunda guerra mundial, en la
que fue asesor del primer ministro Winston Churchill. Se cuenta que reco-
mendo6 el uso de bombas de antrax contra los alemanes a principios del ano
1944. Aunque parece ser que el gobierno britanico encargé 500.000 bombas

4Como el lector probablemente ya sepa, Paul Erdés (1913-1996) fue uno de los ma-
tematicos mas importantes del Siglo XX. Publicé tantos trabajos y con tantos colabora-
dores, que se ha elegido como referencia para “medir” la proximidad cientifica entre los
miembros de la comunidad matemé&tica. Ver por ejemplo, www.oakland.edu/enp/

5Se puede ver este comentario y otros aspectos interesantes de la historia del teorema
en la pagina web http://www.mathworld.wolfram.com/PrimeNumberTheorem.html

6También conocido como “the Prof,” Frederick Lindemann (1886-1957) fundé el La-
boratorio Clarendon en Oxford. El propio Churchill le concedié el titulo de Lord Cherwell
por sus servicios durante la guerra (Cherwell es el nombre de uno de los rios de Oxford).
Churchill lo describi6é como “el 16bulo cientifico de su cerebro”.
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a los Estados Unidos, afortunadamente estas no llegaron a usarse por el fin
de las hostilidades en 19457

Quiza antes de involucrarse en estos temas espinosos, Lord Cherwell, se
sumé en el ano 1942 a la tarea de encontrar una nueva demostracién del
teorema del nimero primo. Sus razonamientos le condujeron a la ecuacion
diferencial funcional

2xy"(x) [y () + ' (V2) = 0. (14)

Sin embargo, esta ecuacién dista mucho de ser elemental y Lord Cherwell
escribié una carta a su colega el profesor Wrightﬁ para pedir su ayuda. El
problema atrajo el interés de Wright, quien dedicé mucho tiempo a investigar
las propiedades de la ecuacién , llegando incluso a olvidar (segiin él mismo
confesé en un articulo del ano 1961 [34]) cudles eran los razonamientos que
ligaban esta ecuacién con el teorema del nimero primo. Desafortunadamente,
como anunci6 también en su articulo [34], perdié la carta de Lord Cherwell
y éste nunca llegé a publicar sus notas. Casi 20 afios mas tarde, Hoffman
de Visme [12] encontré de nuevo, y de manera independiente, la ecuacién
con la misma intenciéon de Lord Cherwell de obtener una prueba mas
sencilla de la relacién (13)). (En el articulo de H. de Visme, la funcién y(x)
que aparece en la ecuacion representa la curva diferenciable que mejor
aproxima la variacién de 7(z) con z).

Aunque los argumentos usados por estos autores no resultan demasiado
transparentes, si confiamos en la intuicién de Mr. de Visme y Lord Cher-
well, es posible llegar a obtener una prueba del teorema del nimero primo
mediante el estudio de la ecuacion . Wright [34] propone los cambios de
variable ¢/ (z)In(z) = 1 + w(v) y In(z) = 2¥; de este modo la ecuacién
se transforma en

w'(v) = =In2)w(v —1) (1 +w(v)), (15)

que es un caso particular de (11]) (parametro a = In(2)). Supongamos ahora
que
lim w(v) =0, (16)

v——+00

"En la edicién digital de esta mafiana -23 de Octubre de 2006- del World Net Daily
aparece un articulo titulado The secret history of anthraz, que menciona el papel de nuestro
personaje.

8Edward Maitland Wright (1906-2005) es més conocido en la historia de las Matemati-
cas por haber escrito el libro An introduction to the theory of numbers con G. H. Hardy,
publicado por primera vez en 1938.
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para todas las soluciones de la ecuacién . Obviamente, en este caso,
lim ¢/(z)In(x) =1y por tanto lim y'(z) = 0. De estas dos relaciones, y
0 r—+00

r—+
haciendo uso de la regla de L’Hopital, se obtiene finalmente que
1
h’T y(x) In(x) _ h’rf (v (z) In(z) + y(x)/z) =1+ h’rf y'(z) =1.
r——+00 €T T——+00 LT—T00

En consecuencia, la relaciéon (16 probaria el teorema del nimero primo.
Esta consideraciéon llevé a Wright a estudiar el comportamiento asintético
de las soluciones de la ecuacion para los distintos valores del parametro
a > 0. Finalmente ¢l logré probar que la relacién no soélo es cierta para
a = In(2) sino para todo a € (0,3/2] (ver [33 Teorema 3]). Nos referiremos
a este resultado como “Teorema 3/2 de Wright” (jojo a este nimero, que es
m&s importante de lo que parece!). Cabe destacar que la demostracién del
teorema de Wright para a < 1 es bastante simple, lo que, dado que In(2) < 1,
proporcionaria una de las demostraciones mas cortas del teorema del niimero
primo si los planteamientos de Cherwell y de Visme fuesen aceptados.

Es interesante notar que hay mucho mas que el teorema 3/2 en el articulo
de Wright. De hecho otros resultados y técnicas alli incluidos fueron clave en
el desarrollo de partes importantes de la teoria de ecuaciones diferenciales con
retraso. Por tanto esta teoria le debe algo a Lord Cherwell y sus inquietudes
respecto a los nimeros primos. Como comentario final, resenamos que otros
autores estudiaron més recientemente ecuaciones funcionales en teoria de
numeros. Ver, por ejemplo, las referencias [32], 36].

4. La conjetura de Wright

Recordemos que en la primera seccién hablamos del comportamiento de
las soluciones de la ecuacién lineal con retraso (2]) segin los valores de los
parametros a y r. Esta ecuacién vuelve a interesarnos ahora porque es la
ecuacién linealizada de en torno al equilibrio ¥ = 0. En particular, esto
quiere decir (véase, por ejemplo, [3]), que las propiedades de estabilidad local
de la solucién cero para son las mismas que las de la ecuacion lineal

y(t) = —ay(t—1). (17)

Ahora bien, como se indicé en la primera seccion, la ecuacién (17)) es asintoti-
camente estable si y sélo si a < 7/2. Si a > 7/2 la solucién trivial de ((11]) no
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es estable y existen soluciones que no convergen a cero. En otras palabras,
y = 0 no es globalmente asintéticamente estable.

La proximidad entre 3/2 = 1,5 y m/2 = 1,57... sugiere la siguiente
conjetura:

Conjetura 4.1 (Wright, 1955) Sia € (0,7/2) entonces el equilibrioy = 0
es globalmente asintoticamente estable para la ecuacion .

Dicho de otro modo, esta conjetura establece que
los valores de a para los cuales todas las soluciones
de la ecuacion lineal convergen a cero son los
mismos que los que proporcionan la misma propie-
dad para la ecuacion no lineal . Esta conjetura se
engloba dentro de una familia de problemas simila-
res, que se conocen popularmente bajo la “férmula”

LAS = GAS (18)

(la estabilidad asintética local del equilibrio implica
su estabilidad asintética global), y que también ha E. M. Wright
sido considerada en otros ambitos distintos de las

ecuaciones diferenciales con retraso.

En este momento la Conjetura sigue siendo un problema abierto.
En apoyo de la Conjetura [4.1] el propio Wright indic6 que es posible “a
costa de una considerable elaboracion” demostrar que es cierto para
r < 37/24 = 1,54... y probablemente para r < 1,567.... Sin embargo, en
estos casos no llegd a escribir la prueba. Muy recientemente, Tibor Krisz-
tin y otros investigadores de la Universidad de Szeged han anunciado estar
muy cerca de la prueba de la conjetura combinando técnicas analiticas con
rigurosos métodos numéricos. En el resumen [2] se anuncia la prueba para
r < 1,568. Es esperable que la demostracién final no tarde mucho en apa-
recer. La comunidad matematica interesada en las ecuaciones con retardo lo
celebrara, aunque no se trate de uno de los “Millenium Prize Problems.”

Es interesante indicar que J. Hale calificé el resultado para r < 3/2 como
“a very difficult theorem of Wright.” Sin embargo, no faltan optimistas como
K. Gopalsamy, que incluye el estudio de la conjetura en la lista de problemas
del capitulo 1 de su libro sin mayor aviso sobre su dificultad (ver [7, Ejercicio
26, p. 110]).
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Uno de los problemas que sugiere la conjetura de Wright es analizar
qué propiedades de la ecuacién son las responsables de que se verifi-
que ([18).

Como hemos visto al final de la Seccion 2, la ecuacién de Wright se puede
escribir, mediante un cambio de variable, en la siguiente forma:

7(t) = f(x(t —1)), (19)

donde f(z) = a(e™™ — 1). La estabilidad global del equilibrio y = 0 en
es equivalente a la estabilidad global de x = 0 en esta nueva formulacion.
Notese que, en este caso, cero es el unico equilibrio de la ecuacién.

La funcién f(z) = a(e™® — 1) verifica, entre otras, las siguientes propie-
dades:

(i) £(0)=0;
(ii) f es de clase C' y f'(x) < 0, para todo z € R,
(ili) f estd acotada inferiormente.

Las condiciones (i) y (ii) implican que xf(x) < 0 para todo x # 0. Esta
propiedad se conoce habitualmente con el nombre de condicién de feedback
negativo y significa que la tasa de crecimiento per capita es positiva si la
densidad de poblacién estd por debajo del valor critico K y negativa en caso
contrario. Las condiciones (ii) y (iii) expresan que la tasa de crecimiento per
capita disminuye cuando aumenta la densidad de poblacién, pero sélo puede
disminuir hasta un determinado nivel.

El tnico equilibrio de la ecuacion con f en las condiciones (i)-(iii) es
x(t) = 0. Su ecuacién linealizada es

(1) = f(0)z(t — 1),

que, como hemos visto anteriormente, es asintéticamente estable si f verifica
la condiciéon — f'(0) < 7/2. El teorema de Wright se puede reescribir en la
forma

Teorema 4.2 (Wright, 1955) Consideremos la ecuacion (19), con f(x) =
ale™® —1). Si |f'(0)] < 3/2 entonces el equilibrio v = 0 es globalmente
asintoticamente estable.
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Para demostrar este teorema, Wright empleé de manera sustancial varias
propiedades especificas de la funcién exponencial, como la monotonia. Sin
embargo, las propiedades (i)-(iii) no son suficientes para probar el teorema
3/2. En efecto, H.-O. Walther [31] construyé ejemplos de funciones f con las
propiedades (i)-(iii) y valores arbitrariamente pequenos de |f/(0)| para las
cuales la ecuacion tiene una solucién periédica no trivial y por tanto
la soluciéon constante x = 0 no puede atraer a todas las trayectorias de la
ecuacion.

Esto significa que para lograr probar una forma mas general del Teorema
3/2 de Wright para la ecuacién es necesario tener en cuenta otras pro-
piedades de la funcién f(z) = a(e™® —1). De hecho veremos que es suficiente
agregar una hipotesis més, e incluso la condicién (ii) se puede sustituir por
una mas general que permite englobar los modelos de poblacién con tasa de
crecimiento cuadratica considerados en la Seccion 2. La idea la tomamos de
lo que sucede en sistemas dindamicos discretos de dimensién uno.

5. Dinamica unidimensional: La derivada de
Schwarz

Empezamos esta seccién introduciendo la derivada de Schwarz, que se
define para una funcién real f de clase C3 como

B f///(x) _§ L(x) 2
0w =75 -5 (763

en todos los puntos en que f’(0) # 0.

Fue introducida por H. Schwarz en 1869 en un trabajo sobre aplicacio-
nes conformes. En variable compleja se usa como un criterio para establecer
cuando una funcién es racional de la forma 7'(2) = (az+3)/(yz+0) (también
llamada transformacion de Mdébius), ya que son precisamente las funciones
con derivada de Schwarz idénticamente cero. Su importancia en la teoria de
Sistemas Dindmicos fue puesta de manifiesto por David Singer en 1978 [29].

Recordemos que un sistema dinamico unidimensional estd generado por
una aplicacion continua f : I — I, donde [ es un intervalo real. Dado y € I,
se define y; = f(yo) y, en general,

Yn+1 = f(yn)7 n Z 1. (20)
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Esto permite construir por recurrencia una sucesion de nimeros reales
{v0, Y1, Y2, - - .}, llamada 6rbita de yp.

Si ¢ es un punto fijo de f (f(c) = ¢), la érbita de c es la sucesién constante
{¢,c,c, ...}, y diremos que es globalmente atractora si la érbita de cada punto
Yo € I converge a c, es decir, si

lim f"(yo) =c, Vyo € I. (21)

Uno de los sistemas dindmicos unidimensionales mas célebres es el gene-
rado por la aplicacién logistica F,(x) = mxz(1 — z). El comportamiento de
las 6rbitas de este sistema puede ser cadtico para ciertos valores del parame-
tro m (ver [4]). Los resultados de Singer permiten probar que F,, tiene a lo
sumo una érbita atractora. En este resultado es esencial que la derivada de
Schwarz de [}, es negativa en todos los puntos en los que F/ (z) # 0.

La derivada de Schwarz también juega un papel importante en la relacion
entre las propiedades de atraccién local y global de los puntos fijos de la
ecuacion . La ecuacion lineal correspondiente a en las proximidades
de un punto fijo ¢ tiene la forma

Tni1 = c+ f(e)(zn — ), (22)

de donde se deduce inmediatamente que x,, — ¢ ~ (f'(¢))*(xg — ¢), n > 1.
Obviamente, lim z,, = ¢ si y sélo si |f'(¢)| < 1.

También en esta situacion maés sencilla es posible encontrar ejemplos de
funciones f que verifican (i)-(iii) y para las cuales la condicién |f'(c)| < 1
no garantiza que todas las soluciones de la ecuacién no lineal convergen
hacia c.

Ahora bien, esto no ocurre para las aplicaciones estrictamente decrecien-
tes o unimodales con derivada de Schwarz negativa, segiin se enuncia en el
siguiente resultado

Teorema 5.1 Sea f : [a,b] — [a,b], f € C3, una funcién estrictamente
decreciente o con un unico punto critico x* (mdximo local). Si f tiene un
inico punto fijo ¢ y (Sf)(z) < 0 para todo x # =* entonces la condicion de
estabilidad asintdtica local 0 < |f'(c)| < 1 implica la estabilidad global de c,
es decir, todas las orbitas de (@) convergen a c.

Aunque el resultado parece ser bien conocido por los especialistas en
dindmica unidimensional, resulta dificil encontrar una demostracién. Por eso
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me permito sugerir la nuestra (ver la Proposicién 3.3 en la pagina 601 de [19])
para el lector interesado. Nétese que el Teorema [5.1] establece un resultado
del tipo .

Motivados por el Teorema [5.1, y haciendo uso de él, hemos probado el
siguiente resultado:

Teorema 5.2 ([17]) Supongamos que f verifica las siguientes condiciones:

(a) xf(x) <0,V #0;

(b) [ es estrictamente decreciente o tiene un unico punto critico z* (mdxi-
mo local);

(c) [ estd acotada inferiormente;
(d) f es de clase C* y (Sf)(x) <0, para todo x € R.

Si |f'(0)] < 3/2 entonces tlfm x(t) = 0 para todas las soluciones x(t) de la

— 00
ecuacion (@

Es claro que el teorema de Wright se puede obtener como caso particular
del Teorema [5.2] ya que para f(z) = a(e™® — 1) se tiene que (Sf)(z) =
-1/2<0,Vz eR.

Este resultado nos anima a formular la siguiente generalizacion de la
conjetura de Wright:

Conjetura 5.3 Supongamos que f verifica las condiciones (a)-(d) del Teo-
rema 5.2 Entonces la estabilidad asintotica local del equilibrio x = 0 en la
ecuacion (@ implica su estabilidad asintotica global.

Cabe destacar que el resultado del Teorema 5.2 permite considerar funcio-
nes unimodales, asi como funciones estrictamente decrecientes mas generales
que la exponencial. En particular, podemos establecer resultados de estabi-
lidad asintotica global para las generalizaciones @ y de la ecuacién de
Hutchinson.

Por ejemplo, para la ecuacién con efecto Allee se obtiene la siguiente
condicién de estabilidad asintética global para el equilibrio positivo x = K:

r(p+q) <3/2. (23)
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Obsérvese que la condicion generaliza de forma natural la condicién
obtenida por Wright para la ecuacién de Hutchinson, ya que para ¢ = 0 la
ecuacion (8 es precisamente la ecuacién ((5)).

Para terminar esta seccion, destacamos que las funciones que definen los
modelos bioldgicos que hemos mencionado en la Seccién 2 tienen derivada
de Schwarz negativa, lo cual es una sorprendente propiedad comin de todas
estas ecuaciones. Esta observacion ya fue notada en un contexto diferente
por Mallet-Paret y Nussbaum [20].

6. Mas sobre el nimero 3/2.

No podemos terminar sin darle al niimero 3/2 la importancia que merece.
No en vano el libro de Kuang [15] tiene una seccion titulada 3/2 Stability Re-
sults y cada ano siguen apareciendo en la literatura cientifica nuevos articulos
sobre este tipo de resultados. Es interesante también leer la pagina 164 del
libro de Hale y Verduyn Lunel [10].

Publicado por primera vez en un medio accesible para la comunidad
cientifica internacional el mismo ano que aparecié el teorema de Wright, el
ensayo de Anatoli Myshkis sobre ecuaciones diferenciales con retraso también
contiene resultados de estabilidad en los que el nimero 3/2 es crucial.

Consideremos la ecuacion diferencial lineal con retardo no auténoma

2 (t) = —a(t)x(t — 1), t >0, (24)

donde 0 < a(t) < 3/2, Vt € [0,00). Los resultados de Myshkis prueban que
entonces todas las soluciones de la ecuaciéon convergen a cero. Ademas,
la constante 3/2 no puede ser mejorada: para cualquier valor de a, > 3/2
existe una funcién a(t) tal que 0 < a(t) < a,, Vt € [0,00) y la ecuacién
tiene soluciones no acotadas. Por tanto, 3/2 juega un papel de punto de
bifurcacién (para el que el equilibrio pierde su estabilidad asintética local)
para la ecuacion andlogo al que juega el nimero 7/2 para la ecuacién
lineal de coeficientes constantes .

En un articulo de 1970 [35], el célebre James Yorke (més conocido por sus
aportaciones en sistemas dindmicos, y en particular en las primeras nociones
de caos) obtuvo otro resultado de estabilidad para una ecuacién funcional
més general, conocido como criterio 3/2 de Yorke. Por supuesto el nimero
protagonista vuelve a ser el mismo, agrandando asi su leyenda. Cabe destacar
que el teorema de Wright no puede obtenerse de los resultados de Yorke, ya
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que la funciéon f debe satisfacer cierta condiciéon de sublinealidad que no
cumple la funcién exponencial a(e™® — 1). Una generalizacién de las técnicas
utilizadas en [I7] nos ha llevado a probar un resultado que permite englobar
los teoremas de Yorke y Wright bajo una formulacién comin. Dicho teorema
ha sido publicado en [18].

Por cierto, el lector més atento habra observado que el inefable 3/2 apa-
rece también en la definicion de la derivada de Schwarz. No me diran que no
tiene algo de magico.
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