Lino Alvarez - Aurea Martinez METODOS NUMERICOS

TEMA 8: ECUACIONES

EN DIFERENCIAS

1 CONCEPTOS BASICOS

Una ecuacion en diferencias es una expresion del
tipo:

Gn, f(n), f(n+1),...,f(n+k)) =0, VneZ,

donde f es una funcién definida en Z.

Si después de simplificar esta expresion quedan los térmi-
nos f(n+ki) y f(n+ky) como el mayory el menor,
respectivamente, se dice que la ecuacion es de orden

k= ki — ko.

Ejemplo 1 .- La ecuacion:
5fn+4)—4f(n+2)+ fln+1)+(n—2)0°=0
es de orden 4 —1=3.
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Una ecuacion en diferencias de orden k se dice lineal si
puede expresarse de la forma:

po(n) f(n+k)+pi(n) f(ntk=1)+. . .+p(n)f(n) = g(n),

donde los coeficientes p; son funciones definidas en Z.

El caso mas sencillo es cuando los coeficientes son cons-
tantes p;(n) = a; :

apfin+k)+afln+k—1+...+arf(n)=gn).

La ecuacion en diferencias se dice homogénea en el
caso de que g(n) =0, y completa en el caso contrario.

Teorema 1 .- Dada la ecuacion en diferencias lineal
de coeficientes constantes y de orden k :

aofin+k)+afln+k—1)+...+arf(n)=gn),

el problema de hallar una funcion f definida en Z,
que verifique la ecuacion, y tal que en los k enteros
consecutivos ng,ng+1,...,ng+k—1 tome los valores
dados cy, cq, . .., crL_1, tiene solucion unica.

Teorema 2 .- Dada una ecuacion en diferencias li-
neal homogénea de coeficientes constantes y de orden
k entonces, si una solucion f en nula en k enteros
consecutivos, es idénticamente nula.
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D(ny) =

Teorema 3 .- Toda combinacion lineal de soluciones
de una ecuacion en diferencias lineal homogénea de
coeficientes constantes y de orden k es también solu-
cion de dicha ecuacion.

Se llama sistema fundamental de soluciones de
una ecuacion en diferencias lineal homogénea de orden k
a todo conjunto {fi, f2, ..., fr} desoluciones de dicha
ecuacion que verifica para algin ng € Z que la matriz
fundamental es inversible, esto es:

f1(no) falno) .. filno)
fl(n() + 1) fg(no + 1) - fk(no + 1)
f1<n0.—|—”]€—1) fg(no.—i—”/{?— 1) fk<no+k—
Teorema 4 .- Sea {fi, fo,..., fx} un sistema fun-

damental de soluciones de una ecuacion en diferen-
cias lineal. Entonces:

1.D(n)#0, VneZ.

2. Toda solucion de la ecuacion homogénea es com-
binacion lineal de f1, fo, ..., fr, es decir:

fn) = ¥ e iln)
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3. 8i z(n) es una solucion de la ecuacion completa,
entonces toda solucion de dicha ecuacion se pue-
de escribir como la suma de z(n) y de la solucion
general de la ecuacion homogénea, esto es:

fln) = =) + X ¢ filn).

Observaciéon 1 .- Frecuentemente se suele denotar
Yn+j = f(n+])a
con lo cual la ecuacion en diferencias se escribe:

a0yn+k+a1yn+k—1+---+akyn:gna Vn € Z.

Ejemplo 2 .- Hallar la ecuacion en diferencias que
satisface la familia de funciones:

f(n)=c12" + co.

(n) c12" ey
2" = 1
fn+1)= 262" 4c ¢ = {Clc B Qf{f,?(,T:-Jr))
f(n+2)= 462" +co 2T

fn)=fn+1)=f(n)+2f(n+1) - f(n+2)
= f(n+2)—=3f(n+1)+2f(n) =
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Ejemplo 3 .- Hallar la solucion de la ecuacion en
diferencias no lineal:

YnYn—1 1t Yn — Yn—1 = O, Vn € Z,

que verifica yy = c.

Despejando vy, se tiene:

Yn—1
=L ypeZ
o Yn—1 "‘1

Por tanto, sustituyendo:

U = Yn—1 _ Yn—2 _ _ Yo
"oyl 20+l T mye+ 1
FEs decir:
<
yn_anrl'

2 SOLUCION DE LA ECUACION HOMO-
GENEA

Sea la ecuacion en diferencias lineal homogénea de coe-
ficientes constantes y de orden k :

aof(n+k)+a f(n+k—1)+...+arf(n) =0, Vne Z.

Buscaremos soluciones del tipo f(n) = r". Entonces:

L 4a) =0

r”(aofrk + aqr
= aofr‘k+a1rk_1+...+ak:().
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Por tanto, r es raiz de la ecuacién caracteristica
aor® + ayr* P+ .. 4 a, = 0.

El estudio de la solucién dependera de si las raices de la
ecuacion caracteristica son simples o multiples.

2.1 Raices simples

Sean r1,7r9,...,7r; las k raices de la ecuacion carac-
teristica. Se definen entonces las funciones:

Entonces {fi,..., fr} es un sistema fundamental de
soluciones, lo cual nos permite resolver la ecuacion.

Si alguna raiz r es compleja, también su conjugada 7
es raiz. Dado que toda combinacion lineal de r™ y 7" es
solucion de la ecuacion, en particular lo son:

Re(r') = (" +7"),
Im(r") = 21Z(fr” — 7).

Entonces, a fin de evitar trabajar con soluciones com-
plejas, en el sistema fundamental se pueden sustituir
los términos complejos ™ y 7" por los correspondientes
términos reales Re(r") e Im(r"),
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Observacion 2 .- A la hora del calculo de la solucion
debe tenerse en cuenta que:

r = p(cos(0)+isen(d)) = r" = p"(cos(nd)+i sen(nd))

= Re(r") = p"cos(nb), Im(r") = p"sen(nd).

2.2 Raices multiples

Sea r una raiz de multiplicidad m de la ecuacién carac-
teristica. Esta raiz proporciona m soluciones diferentes
del tipo:

filn)=nlr" j=0,....,m— 1.

Por tanto, pasaran a formar parte del sistema funda-
mental de soluciones las funciones fy, ..., f;n_1, esto
es:

Ejemplo 4 .- Hallar la solucion de:
f(n+2)—4f(n+1)+3f(n)=0, VneZ,
fO)=0, f(1)=1

La ecuacion caracteristica es:
rP—4dr+3=0 = r =3, =1L
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Por tanto:
f(n)=c13" 4+ 21" = 13" + co.

Por otra parte:

f(O): Cl+62 =0 _1 o }
f(l): 3Cl—|—CQ =1 - ATy @ 2
De donde:
1 1 3"—=1
— —Sn _— = =

Ejemplo 5 .- Hallar la solucion de:
f(n+2)—f(n+1)+ f(n)=0, VneZ
floy=0, f(1)=1.

La ecuacion caracteristica es:

) 1 V3 1 V3

r—r—|—1:O:>r1:2—i—2', ro =— — —1.

2
O equivalentemente:
™ T
r = cos(=) +isen(=), ro=Ty.
3 3
Por tanto:
nmw nmw

f(n) = 011“005(3) + 621"3671(3)

n n
= clcos(;) + czsen(;).
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Por otra parte:

f(O) — C1 =2 B B i
1) = Lo+ B, _1} > =0 o=
De donde: ,
f(n) - % Sen(ngﬂ-)

Ejemplo 6 .- Hallar la solucion de:
f(n+3)=Tf(n+2)+15f(n+1)—9f(n) =0, Vne€ Z,
fO) ==L f1)=2, [f(2)=17.

La ecuacion caracteristica es:
=T+ 15r—9=0 = r=1, ro=r3=23.
Por tanto:
f(n) =c11" + 3" + c3n3"

= c1 + 3" + c3n3”.

Por otra parte:

f(O) = C1 + Co = —1

f()= c14+3co+3c5 =2 = c=—1,06=0,c=1
f(2)= c14+9c + 18¢c3 =17

De donde:

f(n)=n3"—1.
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3 SOLUCION DE LA ECUACION COM-
PLETA

Para encontrar una solucion de la ecuacion en diferencias
lineal completa de coeficientes constantes y de orden & :

aof(n+k)+ai f(n+k—1)+.. 4arf(n) =g(n), Vne Z,

debemos buscar una solucién particular y sumarle la
solucion general de la ecuacion homogénea correspon-
diente (que ya sabemos calcular).

Por tanto, solo necesitamos una solucion particular de la
ecuacion completa. Para buscarla procederemos segin
la naturaleza de la funcion g(n).

Veremos el caso mas simple: g(n) = a" p(n), donde a es
una constante y p es un polinomio de grado m.
Se prueba como solucion particular:

z(n) = a" q(n),
donde ¢ es un polinomio del mismo grado si z no tiene
factores comunes con la solucion general de la ecuacién
homogénea (o un polinomio del mismo grado multipli-
cado por una potencia de n en caso contrario).

Observacién 3 .- Para el caso de una funcion g(n)
general existe el método de variacion de constantes
(completamente andlogo al explicado para ecuaciones
diferenciales ordinarias).
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Ejemplo 7 .- Hallar la solucion general de:

fn+2)—f(n+1)+ f(n)=n, VneZ

Como ya hemos visto, la solucion general de la ecua-
cion homogénea es:

y(n) = clcos(n;) + CQSen(n;).

Una solucion particular de la completa serd de la
forma z(n) =an+b. Para determinar el valor de a
y b se sustituye en la ecuacton:

an+2)+b—an+1)—b+an+b=n

= an+a+b=n

N a=1
a+b=0 = b=-1

= z(n)=n—1.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion com-
pleta es:

f(n) = clcos(mr) + @sen(n7T

3

3)+n—1.
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Ejemplo 8 .- Hallar la solucion general de:

fin+2)=2f(n+1)+ f(n)=n+1, VneZ

La ecuacion caracteristica es:
P—22r4+1=0 = rL=ry=1.
Por tanto, la solucion general de la ecuacion ho-
mogenea es:
y(n) = c1 + con.
Una solucion particular de la completa serd de la

forma z(n) =n“(an+b), pues y(n) y an+b tienen
factores en comun. Se tomard como « el menor na-

tural tal que y(n) y z(n) ya no tengan factores en
comun. Por tanto, debemos tomar o = 2:

z(n) = an® + bn®.

Para determinar el valor de a y b se sustituye en la
ecuacion:

a(n+2)34+b(n+2)*—2a(n+1)>=2b(n+1)*+an’*+bn* = n+1

= 6an+6a+2b=n-+1

ba =1 :>a=% :>z(n)—
6a+2=1 = b=0 6

Por tanto, la solucion general de la ecuacion com-
pleta es:

nS

n3

f(n)=c —|—CQn+E.
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Ejemplo 9 .- Hallar la solucion general de:

Ynio + 2Uni1 +yn =3", Vn e Z.

La ecuacion caracteristica es:
PHr+1=0 = r=ry=—1.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion ho-
mogeéenea es:

ci(—1)" + con(—1)".

Una solucion particular de la completa serd de la
forma z, = a3". Para determinar el valor de a se
sustituye en la ecuacion:

a3"? +2¢3" ! 43" = 3"
= (9a + 6a + a)3" = 3"

= 16a=1 = a=—.
a a 16

Por tanto, la solucion general de la ecuacion com-
pleta es:

Sn

Yn = c1(—=1)" + con(—=1)" + T
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Ejemplo 10 .- Hallar la solucion de:
fin+1)=2f(n)=2", VYne_Z,
f(0) = —1.

La ecuacion caracteristica es:
r—2=0 = r =2.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion ho-
mogénea es:

y(n) = c12".
Una solucion particular de la completa sera de la
forma z(n) = an2". Para determinar el valor de a
se sustituye en la ecuacion:

a(n 4 1)2" — 2an2" = 2"

1
= 202" =2" = a:§

1
= z(n) = 2n2” = n2" 1,

Por tanto, la solucion general de la ecuacion com-

pleta es:
f(n) = 2" +n2" 1,

Imponiendo la condicion:
f(O) =—1 = ¢ =—1.
Ast pues, la solucion del problema es:

f(n)=—=2"+mn2""".
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Ejemplo 11 .- Hallar la solucion de:
f(n+1)—=2f(n)=n, Vne€Z,
F(0) = 0.

La ecuacion caracteristica es:
r—2=0 = r =2.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion ho-
mogénea es:
y(n) = c12".
Una solucion particular de la completa sera de la
forma z(n) =an+b. Para determinar el valor de a
se sustituye en la ecuacion:
an+1)+b—2an—2b=n
= —an+a—b=n
N { —a=1 = a=-1
a—b=0 = b=-1
= z(n)=—-n—1.
Por tanto, la solucion general de la ecuacion com-
pleta es:

f(n)=c2"—n—1.
Imponiendo la condicion:
f0O)=0 = c1—1=0 = ¢ =1.
Asi pues, la solucion del problema es:

fn)=2"— (n+1).
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