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El problema de factorizacién para algebras de Hopf

Sea FF un cuerpo y denotemos por ® el producto tensor en la categoria F-Vect.

El producto cruzado doble de dos algebras de Hopf Ay H en F-Vect fue introducido
por S. Majid en

o S. Majid: Physics for algebraist: non-commutative and non-cocommutative Hopf al-
gebras by a bicrossproduct construction, Journal of Algebra 130 (1990), 17-64.

como una nueva estructura de algebra de Hopf definida en A ® H y determinada
por un par emparejado (matched pair) (A, H).

Un par emparejado de algebras de Hopf es un sistema (A, H), donde Ay H son
algebras de Hopf, A es un H-mdédulo coalgebra por la izquierda con accién

pa: HRA—= A, pa(h®a)=hba,
H es un A-médulo coalgebra por la derecha con accién
oH:H®A—=H, ¢y(h®a)=haa
y ademas para todos h,g € Hy a, b € A se tiene que:
h>1a =e(h)1a, hv(ab) = (hay> aw))((he) <az)) > b),

ly<da= e(a)lH, (hg) da= (h < (g(l) > 3(1)))(g(2) < a(z)),
hay <a@y ® h) > a@e) = hz) <a) ® hy > aq)-
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El problema de factorizacién para algebras de Hopf

Si (A, H) es un par emparejado de algebras de Hopf, el producto cruzado doble
A H de A con H es el algebra de Hopf construida en A® H con producto

(a® h)(b® g) = a(hu) > b)) ® (h2) < bz))s,

unidad el producto tensorial de las unidades, counidad el producto tensorial de las
counidades, coproducto tensor y antipoda

Asar (2 ® h) = Ap(h2)) > Aalag)) ® An(hy) < Aalag))

donde Ay es la antipoda de H y Ay es la antipoda de A.

Un algebra de Hopf X se factoriza como X = AH si existen subalgebras de Hopf
Ay H con inclusiones is e iy tal que el la aplicacién

w(a® h) = ia(a)in(h)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Como demostré Majid, X se factoriza de la forma X = AH si existe un par empa-
rejado de algebras de Hopf (A, H) tales que X es isomorfo a A <t H como algebras
de Hopf.
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El problema de factorizacién para algebras de Hopf

El objetivo de esta charla es probar que el resultado anterior también se cumple
para los cuasigrupos de Hopf introducidos por J. Klim y S. Majid en:

e J. Klim y S. Majid: Hopf quasigroups and the algebraic 7-sphere, J. Algebra 323
(2010), 3067-3110.
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Cuasigrupos de Hopf

En lo que sigue C denota una categoria monoidal simétrica estricta con producto
tensor ® y objeto unidad K. Con ¢ denotaremos el isomorfismo natural de simetria.

Es bien conocido que no supone pérdida de generalidad suponer el caracter estricto
de C.

Por simplicidad en la notacién, dados tres objetos V, U, B y un morfismo
f:v—-uU

en C, escribiremos
B® f paraidg @ fy f® B para f ® idg.
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Cuasigrupos de Hopf

La terna (A,ma, ta) denotard un magma unitario, i.e. 4 : K — A (unidad) y
ua:A® A — A (producto) son morfismos en C tales que

pao (A®na) = ida = pra o (na ® A).
Si el producto es asociativo, i.e.,
pao (pa®A) =pao (AR pa)

tendremos que (A, 14, i1a) es un algebra.

De forma dual la terna (C, ec, d¢) denotard un comagma counitario con coproducto
6c: C > C®Cycounidad ec: C — K.

(E(_‘@C)O(SC = idc :(C®€(_‘)O(§(_‘,
Si el coproducto es coasociativo, i.e.,
(éc®C)O§C = (C®§C)055,

tendremos que (C,ec,d¢) es una coalgebra.

Si f,g: C — A son morfismos, f * g denota el producto dado por la convolucién:
frg=pao(f®g)odc.
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Cuasigrupos de Hopf

Definicién

Una bialgebra no asociativa en C es un magma unitario (H,ny, i4yy) con estructura de
coalgebra (H, e, dn) tal que ey y dy son morfismos de magmas unitarios (equivalen-
temente, ny y puy son morfismos de coalgebras). Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

EqOoNy = idk, €HOuH=¢EH R EH,

OHOoNH = 1NH ®NH, 0o = (LH ® iH) © SHeH,
donde dygH = (H® cp,p @ H) o (61 ® dn).

Definicién

| N

Un morfismo f : H — B entre bialgebras no asociativas H y B es un morfismo de
magmas unitarios y de codlgebras, i.e.,

fony=mng, pgo(f®f)="fopup,

egof =¢epy, (f®f)O5H:6BOf.

A
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Cuasigrupos de Hopf

Definicién

Un cuasigrupo de Hopf H en C es una bialgebra no asociativa tal que existe un morfismo
Ay :H—H
en C (llamado la antipoda de H) tal que:

pHO(AH @ pn) o (H®H) =ep ® H=ppo(H® pp)o (H® Ay ® H)o (dy ® H).

puHo(pH @ H)o (HR® Ay ® H) o (H® 0p) = H® ey = pp o (pr ® An) o (H® op).

Un morfismo de cuasigrupos de Hopf f : H — B es un morfismo de bialgebras no
asociativas. Entonces se puede probar que:

)\BOf:fOAH.
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Cuasigrupos de Hopf

Si H es un cuasigrupo de Hopf en C, la antipoda Ay es nica, antimultiplicativa,
anticomultiplicativa, y deja la unidad y la counidad invariantes, i.e.,

AHOpp = pH 0 (A @ An)ocyH, O oAy = cHH o (A ® Ay) 0 dp,

AHOMH =MH, EHOAH =EH.

También, si H es un cuasigrupo de Hopf tenemos que
Ay *xidy =y Q@ ey = idy * Ay.

Un cuasigrupo de Hopf es asociativo si y sélo si es un algebra de Hopf.

Factorizaciones de cuasigrupos de Hopf Factorizaciones de cuasigrupos de Hopf



Cuasigrupos de Hopf

Definicién

Sea H un magma unitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H -+ H® H es:
o H-cuasilineal por la izquierda, si ¢ = (uy ® H) o (H® ¢) o (H @ ny ® H).
@ H-cuasilineal por la derecha, si ¢ = (H® pup)o (¢ ® H) o (HRny @ H).

De forma dual, si H es un comagma counitario, diremos que un morfismo
¢ HRIH—->H®H
es H-cuasicolineal por la izquierda
¢=(H®en®H)o(H®d)o(3n® H)
y H-cuasicolineal por la derecha si

¢p=(H®ey®@H)o(¢® H)o(H® )
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Cuasigrupos de Hopf

Teorema

Sea H un magma unitario y un comagma counitario. Entonces.

(i) El morfismo de fusién por la derecha (morfismo de Galois por la derecha), definido
como

B = (un ® H) o (H® dn),
es H-cuasilineal por la izquierda y H-cuasicolineal por la derecha.

(i) El morfismo de fusién por la izquierda (morfismo de Galois por la izquierda), defi-
nido como

v = (H® pp)o (0y ® H),

es H-cuasilineal por la derecha y H-cuasicolineal por la izquierda.

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa. Entonces H es un cuasigrupo de Hopf si y sélo si
los morfismos de fusién por la izquierda y por la derecha 3y 7 son isomorfismos y 3~1
es H-cuasilineal por la izquierda y v~ es H-cuasilineal por la derecha.
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Cuasigrupos de Hopf

jemplo

Un cuasigrupo es un conjunto @ para el cual existe un producto x tal que para todos
u,v € Q las ecuaciones

UxX =V, X*xU=V, UXxV=X

tiene solucién tnica en Q.
Un cuasigrupo L conteniendo un elemento e; tal que

uxe =u=e€e *xu
para todo u € L se llamara un lazo (loop). Un lazo L se dice que tiene inversos (I.P.
loop) si para todo elemento u € L, existe un elemento u~! € L tal que

Ut x(uxv)=v=(viu)ru?!

para todo v € L.

Si L es un lazo con inversos, se tiene que, para todo u € L, u~1 is Gnico y u-
e, = uxu~t. Ademas, para todos u,v € L, (uxv)"l =v lxul

lyu=

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos afirmar que en Set los cuasigrupos de Hopf
son los lazos con inversos.
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Cuasigrupos de Hopf

Ejemplo

Sea R un anillo conmutativo y sea L un lazo con inversos. Entonces,
R[L] = D Ru
uel

es un cuasigrupo de Hopf con el producto dado por la extensién lineal del producto
definido en Ly

Srig(u) = u® u, egyy(u) = 1g, Aguy(u) =u™t.

En este caso, Agyy es un isomorfismo ya que Agpy © Agpy = idgpy- Es mas, R[L] es
coconmutativo.

El algebra envolvente U(M) de un algebra de Malcev M sobre un cuerpo F con carac-
teristica distinta de 2 y 3, introducida en

J.M. Pérez-lzquierdo e |.P. Shestakov, An envelope for Malcev algebras, Journal
of Algebra 272 (2004), 379-393.

es un ejemplo de cuasigrupo de Hopf coconmutativo.
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Leyes distributivas para cuasigrupos de Hopf
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Leyes distributivas para cuasigrupos de Hopf

Definicién

Sean H y A cuasigrupos de Hopf. Se dice que un morfismo
V:HRA—>ARQH

es una ley distributiva de H sobre A si se cumple lo siguiente:
o VWo(HRpua)oAH M R®A) = (a®H)o(AQW)o (VR A)o (Ay ®Aa® A),

o Vo(uy®@A)o(HRIAH®Aa) = (AQup)o(WRH)o(HRWV)o(H® Ay ® Aa),
o Wo(H®na) =na®H,
o Vo(ny®A)=ARny

Si las antipodas de A y H son isomorfismos podemos suprimirlas de las dos prime-
ras identidades y entonces tendriamos la misma axiomatica que en el caso de leyes
distributivas entre algebras con la diferencia de que Ay H son magmas unitarios.
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Leyes distributivas para cuasigrupos de Hopf

Definicién
Sean H y A cuasigrupos de Hopfy sea W: H® A — A® H una ley distributiva de H
sobre A. Diremos que W es comonoidal si es un morfismo de coalgebras, i.e.:

0 dagr oV =(VRV)odhga,

o (ca®ep)oV=¢cyRea.

Definicién

| A\

Sea H, A cuasigrupos de Hopfy sea W : H® A — A® H una ley distributiva comonoidal
de H sobre A. Diremos que W es a-comonoidal si

o (AQpn)o (V@ un)o(HRIV®H)o ((Ah®H)ody) AR H) =ch®AQ H,
0 (A® up)o (V& un) o (HRV® H) o (H® Ay)ody) AR H) = ey @ A® H,
o (La®@H)o(pa@W)o (AW RA)o(ARH® (Ma®A)0d4) =AR HRea,
o (AR H)o (AR V)0 (ARVRA)o(ARH® (AR Aa)0da) =ARH®R®ea.

Si los productos de H y A fuesen asociativos las cuatro igualdades anteriores se cumplen
trivialmente.
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Leyes distributivas para cuasigrupos de Hopf

Teorema

Sean H y A cuasigrupos de Hopf y sea WV : H® A — A ® H una ley distributiva
a-comonoidal de H sobre A. Entonces

ARy H = (A® H,NagyH> HARyH»> EARy H» OADy Hs M@y H)

donde
NAQyH = NA D NH; EAQyH = EA ® EH,

BagyH = (HA® pH) o (AR W R H), dagyH = dagH

MgyH =V oAy ®Aa)ocany

es un cuasigrupo de Hopf.
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Leyes distributivas para cuasigrupos de Hopf

Teorema

Sean H y A cuasigrupos de Hopf y supongamos que

AOH=(A® H,ma0H = NAQH: LAOH EAOH = EARH, OAOH = JAQH> MOH)

también es un cuasigrupo de Hopf.
Si se cumple que
9 ppaoH = (ra ® H) o (A® (apH © (1A ® HR AR H))),
O ppoH =(A® ny) o (LapH © (AR H® A® ny)) ® H),
0 pAOHO(HAGHO(MABAH®AA®NH))BAR®NY) = LAHO(MABRA®(HAHO(AA®NH®ARNY)),
O pAHO(MABH®AGHO(MARAY ®AA®NY)) = HAQH O (MAGH O (MARH®NARAY))® AR 1),
® panH © (A ® Ay ® (HaoH ° (A ®H® A® H))o (5 ® A® H)
= rAoH © ((LapH © (1A ® (A ® na ® H) 0 5y))) ® A® H),
O paoH © (A ® (HAeH © (1A ® Ay ® AR H))) o (b ® A® H)
= paeH © (LAGH © (14 ® (H® np ® Ay) 0 6y)) ® A® H),
® ppoH © (MAGH O AR HR XA  ®ny)) ® A® ny) o (A® H® d,4)
=paeH °© AR H® (agH © (Mg ® ny ® A) 0 54) ® H))),
9 paoH° (LAGH O AR HR®AR® NY)) ® A ® ny) o (A® H® 54)
=pAoH © (AR H® (hagH © (A® ny ® Aa) 0 54) ® 1)),

el morfismo I' = pagH © (na ® H® A® ny) es una ley distributiva a-comonoidal
y ademas
AOH=A®rH

como cuasigrupos de Hopf.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

En la primera parte de la seccién veremos que la teoria de productos cruzados dobles
introducida en

J.N. Alonso Alvarez, J.M. Fernandez Vilaboa y R. Gonzalez Rodriguez: Mul-
tiplication alteration by two-cocycles. The nonassociative version, Bull. Malays.
Math. Sci. Soc. 43 (2020), 3557-3615.

produce ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales entre cuasigrupos de Hopf.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Definicién
Sea H un cuasigrupo de Hopf. Se dice (M, pp) es un H-cuasimédulo por la izquierda
si M es un objetoen Cy py : H® M — M es un morfismo en C satisfaciendo:

° pmo(ny® M) = idy,

o omo(H®pm)o((H®AH)odn)®M) =ey®M = opyo (A ®pm)o (6h @ M).
Si reemplazamos la altima condicién por

° puo(H®em)=¢mo (un @ M),
tendremos la nocién de H-médulo por la izquierda.

Definicién

| N

Diremos que un magma unitario A es un H-cuasimédulo magma por la izquierda si es
un H-cuasimédulo por la izquierda con accién 4 : H® A — Ay ademas:

° pao(H®na) = ey ®na,
® paopaga = pao (H® ua)
donde paga = (Pa® pa) o (H® cya®A)o (0 ® A® A).

A
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Definici

Diremos que una coalgebra A es un H-cuasimédulo coalgebra si es un H-cuasimédulo
por la izquierda con accién pa: H® A — Ay ademas:

@ cp0pA =¢EH Vea,

@ Jpopa=pagac (H®a).

Si en las dos definiciones anteriores cambiamos H-cuasimédulo por H-médulo, tendre-
mos las nociones de H-médulo magma por la izquierda y de H-médulo coalgebra por
la izquierda.

Similarmente, podemos definir las nociones por la derecha.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Teorema

Si Ay H son cuasigrupos de Hopf, (A, pa) es un H-médulo coalgebra por la izquierda,
(H, ¢H) es un H-médulo coalgebra por la derecha y

V = (04 ® ¢H) © OHRA,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El doble producto cruzado A< H = (A ® H, nasaH, [LAxH > € AsaH » OAsaH > MsH )
donde

NasaH = NA @ NH, EAsaH = EAR® EH, OasaH = SAH,
tasaH = (pa @ pH) 0o (A VR H), Aapqn =V o (Ay ® Aa)ocaH

es un cuasigrupo de Hopf.
(ii) Se tienen las igualdades:

o Ao (H®na) =en ®@na, dno(nH ®A) =14 @ €a,

o (¢pH ® pa) o dHga =canoV,

° pa0o(H® pa)o(An ®@Aa ®A) = pao (A® pa) o (Vo (An ® Aa)) ® A),
o o (dH Q@ puH)o(AH OV H)o(h@AR®H)=en®@ea®H,,

o pyo(pn®puu)o(HRV®H)o (((H®/\H)O5H)®A®H)—5H®5A®H
o ¢ o (@A) o (HR® AW ® Aa) = pn o (¢pn @ H) o (HR (Vo (An ® Aa))),
o pao(pa®pa)o (AQV® Aa)o(A® H®5A) AReH R ea,

o pao(Ha®pa)o (AR VRA)o (AR H® (A ®A)oda) =ARen ® ea.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

En las condiciones del apartado (ii) del teorema anterior se puede probar que

V = (A ® PH) © OHwA

es un ejemplo de ley distributiva a-comonoidal.

Definicién

| A\

Si se tienen las condiciones del apartado (ii) del teorema anterior, diremos que (A, H)
es un par emparejado de cuasigrupos de Hopf.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Definicién

Sean Ay H cuasigrupos de Hopf. Un par torcido (skew pairing) entre Ay H sobre K
es un morfismo 7 : A® H — K satisfaciendo lo siguiente:

0 7o (ua®@H)=(T®7)0(ARcaH®H)o (AR A® dy)

070 (AQuy)=(T®T)o(A®can ®H)o((canoda) ® H® H),
o 7o0(A®ny) =¢ea,

o 7o(na®H)=¢epy.

SiT: A® H — K es un par torcido, se puede probar que 7 es inversible para la
convolucién y 771 =70 (A4 ® H). Ademas 7 =710 (A® \y) y

0o 7T o (AR un)=(T71®7 o (AR can ® H)o (64 ® H® H)

o T 2o (ua®H) = (T2 @7 1) 0 (A® can ® H) o (A® A® (ch,t1 © 1))
o 7710 (AR NK) = ea,

o 7o (na®H) =ey.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

En el articulo

o X. Fang y B. Torrecillas: Twisted smash products and L-R smash products for
biquasimodule Hopf quasigroups, Comm. Algebra 42 (2014), 4204-4234.

podemos encontrar el siguiente teorema:

Teorema

Sean Ay H cuasigrupos de Hopf y sea 7: A® H — K un par torcido. Se tiene que
Adr H = (A® H,nas, Hy A, Hy EAsy Hy O Asay Hy My H)
es un cuasigrupo de Hopf donde:
NAsi,H = NA ®NH, Easa,H = EAREH, Oax, H = 0AQH,

Pasa,H = (Ba® pn) o (AR V@ H), Masq,n=Vo(Ay®@Aa)ocan

siendo

w:(T®A®H®T_1)O(A®H®6A®H)06A®HOCAyA.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Teorema

Sean Ay H cuasigrupos de Hopfy sea 7: A® H — K un par torcido. Si definimos

oa=(TR®ART 1) o (AR H®5a® H)odagH o cH.a

b= @H®T 1) o(AQH® can®H)o(A® H®A® d) 0 bagH O CH.A,
se tiene que (A, H) un par emparejado y que
V = (a4 ® $H) © OHgA

es una ley distributiva a-comonoidal.

Por lo tanto, A < H es un doble producto cruzado asociado a un par emparejado
(A, H).
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Ejemplo

Sea F un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Consideremos el grupo no abeliano

S3 = {00,01,02,03,04,05}, donde o es el neutro, o(g1) = o(02) = o(o3) = 2 and

o(o4) = o(os) = 3. Sea u un elemento adicional tal que u? = 1. El conjunto
M(S3,2) = {oju® ; & =0,1}

es un lazo con inversos y producto dado por

oiu® e ajuﬁ = (Uf’af‘)”uo‘+5, v=(-1)" u=(-1)>+5.

Entonces, A = F[M(S3,2)] es un cuasigrupo de Hopf coconmutativo.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Sea Hy el algebra de Hopf 4-dimensional de Taft. La base de Hs es {1,x,y,w =xy}y
la tabla del producto esta dada por:

<
\
S

X
-
o|o|g <
o|lo|x|3s

La coestructura de Hy es
Okg (X) =X ® X, O () =y ®@x+1Q®y, dy(W) =w@1+x®w,

EHA(X) = 1y, €H4(y) = EHA(W) =0

Para la antipoda Ay, se tiene que:

Ay (X) = X, A (v) = w, Ay (w) = —y.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

El morfismo 7 : A® Hy — F definido por
1 if z=1
T(ou®*®z)=<¢ (-1)* if z=x

0 if z=y,w

es un par torcido. Entonces, A b<i; Hy es un cuasigrupo de Hopf definido por una la ley
distributiva a-comonoidal W de A sobre Hy dada por

V1®oiu®)=ociu*®1l, V(x®ou*)=ou*®x,
V(y ®@oju®) = (-1)%0u* @y, V¥(w®oju®)=(-1)%u*®w,

asociada a un par emparejado (A, Ha).

Mas concretamente,
PA(l®oiu®) = oiu®, pa(x®oiu®) = oiu®, paly ® oiu®) = pa(w ® g;u®) =0,

y
PH,(1® oju¥) =1, dp,(x® giu®) = X, ¢y, (y ® oju®) = (=1)%y,

¢H4(W ®0_’_ua) = (—l)aw.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

La tabla del producto de Axi; Hy es
ajuﬁ ®1 aju’ﬁ & X
oju® @1 oiu* e ojuﬁ®1 oiu* e O'J'Uﬁ@X
oju® ® x oiu® e ojuﬂ ® x oiu® e aju5 ®1
oiu*®y | (-1)Pou*e giuiP @y | (-1)P lou®e ogjuP @ w
oiu*@w | (=1)Poiu®e P @w | (=1)P lou“e o;uP @y
J_,-uﬁ Ry O’juﬁ Q@ w

Uju"‘@l oiu® e ajuﬁ Ry oiu® e Uju5®w

ojut @ x oiu*e J_,-uﬁ®w oiu*e O'J'UB Ry

ojut @y 0 0

ojut @ w 0 0
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

La antipoda esta dada por:

_qya+l
)\ANHA(U;UO[@].):O'E ) Lla®1,

a _ (—1)* 4
Apaty (0iu® @ x) g; u= ®x,

AAMHA(UIUO‘ ®y) — (_1)040_571)&4& U ® w,

)\Al><1H4(0'an ®X) _ (_1)a+10.(—1)a+1 Ry,

i

Teorema

F[M(S3,2)] b1 Ha es un cuasigrupo de Hopf no conmutativo ni coconmutativo.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Mas ejemplos

o T. Brzezinski T. y Z. M. Jiao: R-smash products of Hopf quasigroups, Arab. J.
Math., 1 (2012), 39-46.

o T. Brzezinski T. y Z. M. Jiao: Actions of Hopf quasigroups, Comm. Algebra, 40
(2012), 681-696.

o X. Fangy S. H. Wang: Twisted smash products for Hopf quasigroups, J. Southeast
Univ., 27 (2011), 343-346.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Ejemplo

Sean Ay H cuasigrupos de Hopf y asumamos que existe una accién
pea:HRA— A

tal que (A, pa) es un H-cuasimédulo magma-coalgebra por la izquierda tal que:
o (H®pa) o ((ch,n 061) ® A) = (H® pa) o (60 ® A),
° pao(H® (pao(Au®A)))=pao((pno(H®An))® A).
Entonces V : H® A — A® H definido por
V = (pa® H) o (H®cp,a)o(dn @ A).

es un ejemplo de ley distributiva a-comonoidal.
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Ejemplos de leyes distributivas a-comonoidales

Ejemplo

Sean Ay H cuasigrupos de Hopf y asumamos que existen acciones
Caph i HRA— A

tal que (A, va), (A, ¢/) son H-cuasimédulos magma-coalgebra por la izquierda tales
que cumplen las dos condiciones del ejemplo anterior y ademas

a0 (H®pa) = pao(H®py)o (cuu® A).
Entonces ¥V : H® A — A ® H definido por
W= (pa® H) o (H® T)o (5 @ A)

donde
T =(pa®H)o(H®cHa)o (6n @A)

es un ejemplo de ley distributiva a-comonoidal.
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Factorizacién de cuasigrupos de Hopf

Factorizacién de cuasigrupos de Hopf

© Factorizacion de cuasigrupos de Hopf
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Factorizacién de cuasigrupos de Hopf

Definicién

Sea X un cuasigrupo de Hopf en C. Sean H y A subcuasigrupos de Hopf de X con
morfismos de inclusién iy : H — X, ia : A — X respectivamente. Sean wx y 0x
morfismos definidos por

(,g))(:,uXO(I.A(X)I.H):A(X)H—))(7 HX:MXo(iH®iA):H®A—>X.

Diremos que X se factoriza como X = AH si wx es un isomorfismo y se tiene que:
o px o (wx ® X) = px o (ia ® (ux o (in ® X))),
o px o (X ®wx) = px o ((x ° (X ®ia)) ® i),
o px o ((Ox o (A ® Aa)) ® X) = px o ((in © An) ® (1x o ((ia © Aa) ® X)),
o px o (X ® (Ox o (An ® Aa))) = px o ((x © (X ® (in © An)) ® (ia 0 Aa))-

| N

Definicién
Si las antipodas de A y H fuesen isomorfismos podrian suprimirse en las igualdades
tercera y cuarta de la definicién anterior.

v
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Factorizacién de cuasigrupos de Hopf

Ejemplo

Supongamos que (A, H) es un par emparejado de cuasigrupos de Hopf. Entonces el
doble producto cruzado A xi H es un cuasigrupo de Hopf. Los morfismos inclusién son

iAan=ARny:A—>ANXH, iy=ma®H:H—ANXH.

Ademas
WAxH = idagH, Oasan =V

y A H = AH.
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Factorizacién de cuasigrupos de Hopf

Teorema

Sean H y A subcuasigrupos de Hopf de de un cuasigrupo de Hopf X con morfismos de
inclusién iy : H — X, i : A — X respectivamente. If X se factoriza como X = AH, el
morfismo

V=wilolx  HRA— AQH

es una ley distributiva comonoidal de H sobre A. Ademas, si las antipodas de H y A
son isomorfismos, W es una ley distributiva a-comonoidal de H sobre A.

Sean B un cuasigrupo de Hopf. Diremos que es finito si lo es como objeto en C. Esto
quiere decir que existe otro objeto B* en C y una adjuncién

B —-—4B"® —.

Como se prob6 en

o M.P. Lépez Lépez y E. Villanueva Névoa: The antipode and the (co)invariants
of a finite Hopf (co)quasigroup, Appl. Categor. Struct., 21 (2013), 237-247.

si B es finito su antipoda es un isomorfismo.
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Factorizacién de cuasigrupos de Hopf

Teorema

Sean H y A subcuasigrupos de Hopf de de un cuasigrupo de Hopf X tal que las antipodas
de Ay H son isomorfismos. Asumamos que X se factoriza como X = AH. Entonces,
wx es un isomorfismo de cuasigrupos de Hopf entre A ®y H y X, donde W es la ley
distributiva a-comonoidal definida en el teorema anterior.

Teorema

Sean H, Ay X cuasigrupos de Hopf tal que las antipodas de A y H son isomorfismos.
Si X se factoriza como X = AH, existe un par emparejado (A, H) tal que X es isomorfo
a A< H como quasigrupos de Hopf.

Prueba

Tomamos
pa=(ARep)oVW, o¢y=(ca®@H)oW.

A\
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Factorizacién de cuasigrupos de Hopf

Teorema

Sean H, Ay X cuasigrupos de Hopf tal que las antipodas de A y H son isomorfismos.
Entonces, X se factoriza como X = AH, si y sélo si, existe un par emparejado (A, H)

tal que X es isomorfo a A<t H como quasigrupos de Hopf.
v

Los resultados de esta charla estan disponibles en:

o R. Gonzalez Rodriguez: Factorizations of Hopf quasigroups, Publ. Math. Debre-
cen, 1-2 (11) (2024), 195-219 (disponible en arXiv:2209.14718).

o R. Gonzalez Rodriguez: Distributive laws and Hopf quasigroups, (2024) (disponi-
ble en arXiv:2402.02965).
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