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@ Categorias

e Funtores y transformaciones naturales

© Funtores adjuntos

@ Categorias monoidales

© Categorias monoidales trenzadas
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Una categoria C consiste en lo siguiente:

@ Una clase |C| cuyos elementos se llaman objetos de la categoria.
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Categorias

Una categoria C consiste en lo siguiente:
@ Una clase |C| cuyos elementos se llaman objetos de la categoria.

o Para cada par de objetos X e Y, un conjunto Homc (X, Y), cuyos elementos
seran llamados morfismos de X a Y.
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Definicién

Una categoria C consiste en lo siguiente:
@ Una clase |C| cuyos elementos se llaman objetos de la categoria.

o Para cada par de objetos X e Y, un conjunto Homc (X, Y), cuyos elementos
seran llamados morfismos de X a Y.

o Para cada terna de objetos X, Y, Z, una ley de composicién
Homc(X, Y) x Homc(Y, Z) = Homc(X, Z)

donde la composicién del par (f, g) se denotara por o(f,g) :=gof.
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Una categoria C consiste en lo siguiente:

Una clase |C| cuyos elementos se llaman objetos de la categoria.

o Para cada par de objetos X e Y, un conjunto Homc (X, Y), cuyos elementos
seran llamados morfismos de X a Y.

o Para cada terna de objetos X, Y, Z, una ley de composicién
Homc(X, Y) x Homc(Y, Z) = Homc(X, Z)

donde la composicién del par (f, g) se denotara por o(f,g) :=gof.
o Para cada objeto X, un morfismo idx € Homc (X, X), llamado la identidad de X.
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Una categoria C consiste en lo siguiente:

Una clase |C| cuyos elementos se llaman objetos de la categoria.

o Para cada par de objetos X e Y, un conjunto Homc (X, Y), cuyos elementos
seran llamados morfismos de X a Y.

o Para cada terna de objetos X, Y, Z, una ley de composicién
Homc(X, Y) x Homc(Y, Z) = Homc(X, Z)

donde la composicién del par (f, g) se denotara por o(f,g) :=gof.
o Para cada objeto X, un morfismo idx € Homc (X, X), llamado la identidad de X.
Sujetos a los siguientes axiomas:
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Una categoria C consiste en lo siguiente:

@ Una clase |C| cuyos elementos se llaman objetos de la categoria.

o Para cada par de objetos X e Y, un conjunto Homc (X, Y), cuyos elementos
seran llamados morfismos de X a Y.

o Para cada terna de objetos X, Y, Z, una ley de composicién
Homc(X, Y) x Homc(Y, Z) = Homc(X, Z)

donde la composicién del par (f, g) se denotara por o(f,g) :=gof.

o Para cada objeto X, un morfismo idx € Homc (X, X), llamado la identidad de X.

Sujetos a los siguientes axiomas:
o Axioma de Asociatividad: dados f € Homc(X,Y), g € Homc(Y,Z) y h €
Homc(Z, V) se tiene que:

ho(gof)=(hog)of.
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Una categoria C consiste en lo siguiente:

@ Una clase |C| cuyos elementos se llaman objetos de la categoria.

o Para cada par de objetos X e Y, un conjunto Homc (X, Y), cuyos elementos
seran llamados morfismos de X a Y.

o Para cada terna de objetos X, Y, Z, una ley de composicién
Homc(X, Y) x Homc(Y, Z) = Homc(X, Z)

donde la composicién del par (f, g) se denotara por o(f,g) :=gof.

o Para cada objeto X, un morfismo idx € Homc (X, X), llamado la identidad de X.

Sujetos a los siguientes axiomas:

o Axioma de Asociatividad: dados f € Homc(X,Y), g € Homc(Y,Z) y h €
Homc(Z, V) se tiene que:

ho(gof)=(hog)of.
o Axioma de Identidad: dado f € Homc¢(X, Y) se tiene que:
idyof =f, foidx="f.
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Dado un morfismo f en
HOmc(X, Y):

el objeto X sera llamado el dominio de f e Y su codominio. Para los morfismos usaremos
la notacién:

F:X5Y o X5y
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Dado un morfismo f en
HOmc(X, Y):

el objeto X sera llamado el dominio de f e Y su codominio. Para los morfismos usaremos
la notacién:

F:X5Y o X5y

Dado X un objeto de C, un morfismo en Homc (X, X) se llamara endomorfismo de X.J
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Dado un morfismo f en
HOmc(X, Y):

el objeto X sera llamado el dominio de f e Y su codominio. Para los morfismos usaremos
la notacién:

F:X5Y o X5y

Dado X un objeto de C, un morfismo en Homc (X, X) se llamara endomorfismo de X.J

Definicién

Una categoria C se llama pequefia si su clase de objetos es un conjunto.
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Ejemplos

@ Set (conjuntos y aplicaciones),
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Ejemplos

@ Set (conjuntos y aplicaciones),

o Rel (conjuntos y relaciones),
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Categorias

Ejemplos
@ Set (conjuntos y aplicaciones),

o Rel (conjuntos y relaciones),

o Grp (grupos y homomorfismos de grupos),
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Categorias

Ejemplos
Set (conjuntos y aplicaciones),

Rel (conjuntos y relaciones),

Grp (grupos y homomorfismos de grupos),

Ab (grupos abelianos y homomorfismos de grupos),
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Set (conjuntos y aplicaciones),
Rel (conjuntos y relaciones),
Grp (grupos y homomorfismos de grupos),

Ab (grupos abelianos y homomorfismos de grupos),

Div (grupos abelianos divisibles y homomorfismos de grupos),
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Categorias

Set (conjuntos y aplicaciones),
Rel (conjuntos y relaciones),
Grp (grupos y homomorfismos de grupos),

Ab (grupos abelianos y homomorfismos de grupos),

Div (grupos abelianos divisibles y homomorfismos de grupos),

Rng (anillos conmutativos y homomorfismos de anillos),

F-Vect (espacios vectoriales sobre un cuerpo F y aplicaciones lineales),
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@ Sea R un anillo conmutativo. Con R-Mod denotaremos la categoria de médulos por
la izquierda sobre R. Un R-médulo por la izquierda es un grupo abeliano (M, +)
con una accién

em:RXM— M,

satisfaciendo que para todos a,b € Ry m,n € M se tienen las siguientes identi-
dades:

a(m+n) =am+ an, (a+ b)m = am+ bm, (ab)m = a(bm), 1lgm=m

donde, por comodidad, ¢p(a, m) = am.
Un morfismo
f:M—N

entre dos R-médulos por la izquierda es una aplicacién tal que es R-lineal, i.e.,
f(m+ n) = f(m)+ f(n), f(am)= af(m)

para todos a€ Ry me M.
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Definicién

Una categoria D se dice que es una subcategoria de una categoria C si |D| es una
subclase de |C| tal que para cada par de objetos X e Y de D se tiene que

Homp (X, Y) C Homc(X,Y).
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Categorias

Definicidl

Una categoria D se dice que es una subcategoria de una categoria C si |D| es una
subclase de |C| tal que para cada par de objetos X e Y de D se tiene que

Homp (X, Y) C Homc(X,Y).

Si en el caso anterior se cumple que para todo par de objetos X e Y de D se tiene que

Homp (X, Y) = Homc(X,Y),

se dira que D es una subcategoria plena de C.
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Categorias

Definicidl

Una categoria D se dice que es una subcategoria de una categoria C si |D| es una
subclase de |C| tal que para cada par de objetos X e Y de D se tiene que

Homp (X, Y) C Homc(X,Y).

Si en el caso anterior se cumple que para todo par de objetos X e Y de D se tiene que

Homp (X, Y) = Homc(X,Y),

se dira que D es una subcategoria plena de C.

La categoria Ab es una subcategoria plena de Grp.

Médulos de Hopf y cu: upos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Categorias

Un morfismo f : Y — Z en una categoria C es un monomorfismo si para todo objeto
X y morfismos g, h: X — Y se tiene que

fog=foh = g=h.

Un morfismo f : X — Y en una categoria C es un epimorfismo si para todo objeto Z y
morfismos g, h: Y — Z se tiene que

gof=hof = g=h.
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Ejemplos

@ En la categoria Set los monomorfismos son exactamente las aplicaciones inyectivas.
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Categorias

Ejemplos

@ En la categoria Set los monomorfismos son exactamente las aplicaciones inyectivas.

o En las categorias Gpr y Ab los monomorfismos son exactamente las morfismos
inyectivos de grupos.
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Ejemplos

@ En la categoria Set los monomorfismos son exactamente las aplicaciones inyectivas.

o En las categorias Gpr y Ab los monomorfismos son exactamente las morfismos
inyectivos de grupos.

o En la categoria Rng los monomorfismos son exactamente las morfismos inyectivos
de anillos.

o En la categoria R-Mod los monomorfismos son exactamente las morfismos inyec-
tivos de médulos.
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Categorias

Ejemplos

@ En la categoria Set los monomorfismos son exactamente las aplicaciones inyectivas.

o En las categorias Gpr y Ab los monomorfismos son exactamente las morfismos
inyectivos de grupos.

o En la categoria Rng los monomorfismos son exactamente las morfismos inyectivos
de anillos.

o En la categoria R-Mod los monomorfismos son exactamente las morfismos inyec-
tivos de médulos.

o En Div el morfismo cociente p : Q — Q/Z no es inyectivo pero si es un monomor-
fismo en Div.
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jemplos
@ En la categoria Set los monomorfismos son exactamente las aplicaciones inyectivas.

o En las categorias Gpr y Ab los monomorfismos son exactamente las morfismos
inyectivos de grupos.

o En la categoria Rng los monomorfismos son exactamente las morfismos inyectivos
de anillos.

o En la categoria R-Mod los monomorfismos son exactamente las morfismos inyec-
tivos de médulos.

o En Div el morfismo cociente p : Q — Q/Z no es inyectivo pero si es un monomor-
fismo en Div.

@ En la categoria Set los epimorfismos son exactamente las aplicaciones sobreyecti-
vas.
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jemplos

@ En la categoria Set los monomorfismos son exactamente las aplicaciones inyectivas.

o En las categorias Gpr y Ab los monomorfismos son exactamente las morfismos
inyectivos de grupos.

o En la categoria Rng los monomorfismos son exactamente las morfismos inyectivos
de anillos.

o En la categoria R-Mod los monomorfismos son exactamente las morfismos inyec-
tivos de médulos.

o En Div el morfismo cociente p : Q — Q/Z no es inyectivo pero si es un monomor-
fismo en Div.

@ En la categoria Set los epimorfismos son exactamente las aplicaciones sobreyecti-
vas.

o En las categorias Gpr y Ab los epimorfismos son exactamente las morfismos sobre-
yectivos de grupos.

o En la categoria R-Mod los epimorfismos son exactamente las morfismos sobreyec-
tivos de médulos.

@ En la categoria Rng el morfismo i : Z — @Q no es sobreyectivo pero si resulta ser
un epimorfismo en Rng.
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Definition

Un morfismo f : X — Y en una categoria C se dice que es un isomorfismo si existe un
morfismo g : Y — X tal que

gof=idx, fog=idy.

En este caso diremos que g es el inverso de f y lo denotaremos por f—1.
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Definition

Un morfismo f : X — Y en una categoria C se dice que es un isomorfismo si existe un
morfismo g : Y — X tal que

gof=idx, fog=idy.

En este caso diremos que g es el inverso de f y lo denotaremos por f—1.

Es facil probar que el inverso de un isomorfismo es Gnico y que la composicién de isomor-
fismos es un isomorfismo. Por otro lado, el morfismo identidad es un isomorfismo para
todo objeto en la categoria. Finalmente, si f es un isomorfismo, f es un monomorfismo
y un epimorfismo (la implicacién contraria no se tiene como, por ejemplo, pasa en la
categoria de espacios topolégicos Top).
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Definition

Un morfismo f : X — Y en una categoria C se dice que es un isomorfismo si existe un
morfismo g : Y — X tal que

gof=idx, fog=idy.

En este caso diremos que g es el inverso de f y lo denotaremos por f—1.

Es facil probar que el inverso de un isomorfismo es Gnico y que la composicién de isomor-
fismos es un isomorfismo. Por otro lado, el morfismo identidad es un isomorfismo para
todo objeto en la categoria. Finalmente, si f es un isomorfismo, f es un monomorfismo
y un epimorfismo (la implicacién contraria no se tiene como, por ejemplo, pasa en la
categoria de espacios topolégicos Top).

Definition

Un grupoide es una categoria G donde todo morfismo es un isomorfismo.
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Ejemplos

o Sea {(Gj, #;)}ies una familia de grupos indexada por un conjunto /. Consideremos
la categoria G donde |G| =/,

.. 0 Sii#j
H"’"G(”J):{ G; sijiji

y la composicién en Homg(i, i) esta dada por el producto en G;:
gof =gx;f

donde f, g € G;. En este caso todo morfismo f es un morfismo con inverso f 1.
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Ejemplos

o Sea {(Gj, #;)}ies una familia de grupos indexada por un conjunto /. Consideremos
la categoria G donde |G| =/,

.. 0 Sii#j
H"’"G(”J):{ G; sijiji

y la composicién en Homg(i, i) esta dada por el producto en G;:
gof =gx;f

donde f, g € G;. En este caso todo morfismo f es un morfismo con inverso f 1.

@ Por lo tanto, todo grupo G induce un grupoide G donde |G| = {1} y

Homg(1,1) = G.
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Ejemplos

o Sea {(Gj, #;)}ies una familia de grupos indexada por un conjunto /. Consideremos
la categoria G donde |G| =/,

.. 0 Sii#j
HO’"G(”J):{ G; sijiji

y la composicién en Homg(i, i) esta dada por el producto en G;:
gof=gx;f

donde f, g € G;. En este caso todo morfismo f es un morfismo con inverso f 1.

@ Por lo tanto, todo grupo G induce un grupoide G donde |G| = {1} y
Homg(1,1) = G.

@ Sea C una categoria. La subcategoria de isomorfismos C, denotada por C’s, esta
dada por |C*| = |C| y por

Homcis(X,Y) = {f € Homc(X,Y) / f es un isomorfismo}.

Entonces C’s es un grupoide.
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Definicién

Sea C una categoria y consideremos dos morfismos f, g : X — Y en C. El igualador de
los dos morfismos es un par (E, i) consistente en un objeto E y un morfismo i : E — X
tales que f o i = g o i y satisfaciendo la siguiente propiedad universal: para cualquier
par (T,t: T — X), tal que f ot = g o t, existe un anico morfimo u: T — E tal que
t=1iou.
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Definicién

Sea C una categoria y consideremos dos morfismos f,g : X — Y en C. El igualador de
los dos morfismos es un par (E, i) consistente en un objeto E y un morfismo i : E — X
tales que f o i = g o i y satisfaciendo la siguiente propiedad universal: para cualquier
par (T,t: T — X), tal que f ot = g o t, existe un anico morfimo u: T — E tal que
t=iou.

Nétese que en la definicién anterior el morfismo i : E — X resulta ser un monomorfismo.)
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La nocién dual de igualador es la de coigualador. Explicitamente: el coigualador de los
morfismos f,g : X — Y, es un par (C, p), consistente en un objeto C y un morfismo
p:Y — C, tal que pof = po g. Ademas se requiere que se cumpla la siguiente
propiedad universal: para todo par (T,t: Y — T), tal que tof = tog, existe un Gnico
morfismo u: C — T tal que t = uop.
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La nocién dual de igualador es la de coigualador. Explicitamente: el coigualador de los
morfismos f,g : X — Y, es un par (C, p), consistente en un objeto C y un morfismo
p:Y — C, tal que pof = po g. Ademas se requiere que se cumpla la siguiente
propiedad universal: para todo par (T,t: Y — T), tal que tof = tog, existe un Gnico
morfismo u: C — T tal que t = uop.

Noétese que en la definicién anterior el morfismo p : Y — C resulta ser un epimorfismo.J

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débi Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Categorias

La nocién dual de igualador es la de coigualador. Explicitamente: el coigualador de los
morfismos f,g : X — Y, es un par (C, p), consistente en un objeto C y un morfismo
p:Y — C, tal que pof = po g. Ademas se requiere que se cumpla la siguiente
propiedad universal: para todo par (T,t: Y — T), tal que tof = tog, existe un Gnico
morfismo u: C — T tal que t = uop.

Noétese que en la definicién anterior el morfismo p : Y — C resulta ser un epimorfismo.)

Usando la propiedad universal, es facil probar, que en el caso de que existan, igualadores
y coigualadores son (nicos salvo isomorfismos.
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Categorias

Ejemplos

@ En las categorias Set , Grp, Rng, R-Mod, el igualador de dos morfismos
f,g : X—=>Y

esta dado por
Ker(f,g) ={x € X / f(x) = g(x)}.
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Categorias

Ejemplos

@ En las categorias Set , Grp, Rng, R-Mod, el igualador de dos morfismos
f,g : X—=>Y
esta dado por
Ker(f, g) = {x € X / f(x) = g()}.

@ En la categoria Set el coigualador de de dos morfismos f,g : X — Y esta dado
por el cociente de Y y su correspondiente proyeccién definidos por la relacién de
equivalencia generada por los pares (f(x), g(x)) con x € X, i.e., la menor relacién
de equivalencia que contiene a la relacién A donde

yNy <= IxeX/y="Ff(x), y =g(x).
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Categorias

Ejemplos

@ En las categorias Set , Grp, Rng, R-Mod, el igualador de dos morfismos
f,g : X—=>Y

esta dado por
Ker(f,g) ={x € X / f(x) = g(x)}.

@ En la categoria Set el coigualador de de dos morfismos f,g : X — Y esta dado
por el cociente de Y y su correspondiente proyeccién definidos por la relacién de
equivalencia generada por los pares (f(x), g(x)) con x € X, i.e., la menor relacién
de equivalencia que contiene a la relacién A donde

yNy <= IxeX/y="Ff(x), y =g(x).

o En la categoria de grupos el objeto coigualador de dos morfismos f,g : X — Y
es el grupo cociente de Y /H donde H es el subgrupo normal de Y generado por
{f(x)~1g(x) / x € X}. El morfismo coigualador es la correspondiente proyeccién.
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Categorias

Ejemplos

@ En las categorias Set , Grp, Rng, R-Mod, el igualador de dos morfismos
f,g : X—=>Y

esta dado por
Ker(f,g) ={x € X / f(x) = g(x)}.

@ En la categoria Set el coigualador de de dos morfismos f,g : X — Y esta dado
por el cociente de Y y su correspondiente proyeccién definidos por la relacién de
equivalencia generada por los pares (f(x), g(x)) con x € X, i.e., la menor relacién
de equivalencia que contiene a la relacién A donde

yNy <= IxeX/y="Ff(x), y =g(x).

o En la categoria de grupos el objeto coigualador de dos morfismos f,g : X — Y
es el grupo cociente de Y /H donde H es el subgrupo normal de Y generado por
{f(x)~1g(x) / x € X}. El morfismo coigualador es la correspondiente proyeccién.

o La categoria R-Mod (resp. Rng) tiene coigualadores. Si f,g : X — Y son dos
morfismos en la categoria, el coigualador de ambos es el par (Y/S,p), donde
Y /S es el R-médulo (resp. anillo) cociente de Y por el submédulo (resp. ideal)
S generado por el subconjunto {f(x) —g(x) / x € X} yp:Y — Y/Sesla
proyeccion.
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Categorias

Definicién

Sea C una categoria. Diremos que un morfismo g : X — X es idempotente si gog = g.
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Categorias

Definicién

Sea C una categoria. Diremos que un morfismo g : X — X es idempotente si gog = g.

Definicién

Sea C una categoria. Diremos que admite idempotentes rotos si para todo morfismo
idempotente g : X — X se cumple que existe un objeto /(q), llamado imagen de g, y
dos morfismos ix : 1(q) — X, px : X — I(q) tales que ix o px = q y px 0 ix = idj(q).-
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Categorias

Definicién

Sea C una categoria. Diremos que un morfismo g : X — X es idempotente si gog = g.

Definicién

Sea C una categoria. Diremos que admite idempotentes rotos si para todo morfismo
idempotente g : X — X se cumple que existe un objeto /(q), llamado imagen de g, y
dos morfismos ix : 1(q) — X, px : X — I(q) tales que ix o px = q y px 0 ix = idj(q).-

Nétese que en la definicién anterior el morfismo px es un epimorfismo, el morfismo ix
es un monomorfismo y la imagen de g es Gnica salvo isomorfismos.
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Categorias

Definicién

Sea C una categoria. Diremos que un morfismo g : X — X es idempotente si gog = g.

Definicién

Sea C una categoria. Diremos que admite idempotentes rotos si para todo morfismo
idempotente g : X — X se cumple que existe un objeto /(q), llamado imagen de g, y
dos morfismos ix : 1(q) — X, px : X — I(q) tales que ix o px = q y px 0 ix = idj(q).-

Nétese que en la definicién anterior el morfismo px es un epimorfismo, el morfismo ix
es un monomorfismo y la imagen de g es Gnica salvo isomorfismos.

Teorema

Si C es una categoria con igualadores o con coigualadores, se cumple que C admite
idempotentes rotos.
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Funtores y transformaciones naturales

© Funtores y transformaciones naturales
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Funtores y transformaciones naturales

Un funtor F : C — D de la categoria C a la categoria D consiste en lo siguiente:
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Funtores y transformaciones naturales

Un funtor F : C — D de la categoria C a la categoria D consiste en lo siguiente:

o Una aplicacién |C| — |D| entre las clases de objetos de C y D donde la imagen de
un objeto X € |C| se denotara por F(X).
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Funtores y transformaciones naturales

Definicién

Un funtor F : C — D de la categoria C a la categoria D consiste en lo siguiente:
o Una aplicacién |C| — |D| entre las clases de objetos de C y D donde la imagen de
un objeto X € |C| se denotara por F(X).

o Para cada par de objetos X, Y € |C|, una aplicacién

Homc(X, Y) — Homp(F(X),F(Y))

donde la imagen de un morfismo f € Homc (X, Y') se denotara por F(f).
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Funtores y transformaciones naturales

Defin

Un funtor F : C — D de la categoria C a la categoria D consiste en lo siguiente:
o Una aplicacién |C| — |D| entre las clases de objetos de C y D donde la imagen de
un objeto X € |C| se denotara por F(X).

o Para cada par de objetos X, Y € |C|, una aplicacién

Homc(X, Y) — Homp(F(X),F(Y))

donde la imagen de un morfismo f € Homc (X, Y') se denotara por F(f).

Estos datos estan sujetos a los axiomas:
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Funtores y transformaciones naturales

Un funtor F : C — D de la categoria C a la categoria D consiste en lo siguiente:

o Una aplicacién |C| — |D| entre las clases de objetos de C y D donde la imagen de
un objeto X € |C| se denotara por F(X).

o Para cada par de objetos X, Y € |C

, una aplicacién
Homc(X, Y) — Homp(F(X),F(Y))

donde la imagen de un morfismo f € Homc (X, Y') se denotara por F(f).
Estos datos estan sujetos a los axiomas:
o F(idx) = idF(X)’ v X € |C|.
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Funtores y transformaciones naturales

Definicién

Un funtor F : C — D de la categoria C a la categoria D consiste en lo siguiente:

o Una aplicacién |C| — |D| entre las clases de objetos de C y D donde la imagen de
un objeto X € |C| se denotara por F(X).

o Para cada par de objetos X, Y € |C|, una aplicacién

Homc(X, Y) — Homp(F(X),F(Y))

donde la imagen de un morfismo f € Homc (X, Y') se denotara por F(f).
Estos datos estan sujetos a los axiomas:

o F(idx) = idr(x), ¥ X € |C|.

o Para todo par de morfismos f € Homc(X,Y)y g € Homc(Y, Z) se tiene que

F(g o f) = F(g) o F(f).
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Funtores y transformaciones naturales

Un funtor F : C — D de la categoria C a la categoria D consiste en lo siguiente:

o Una aplicacién |C| — |D| entre las clases de objetos de C y D donde la imagen de
un objeto X € |C| se denotara por F(X).

o Para cada par de objetos X, Y € |C|, una aplicacién

Homc(X, Y) — Homp(F(X),F(Y))

donde la imagen de un morfismo f € Homc (X, Y') se denotara por F(f).
Estos datos estan sujetos a los axiomas:

o F(idx) = idr(x), ¥ X € |C|.

o Para todo par de morfismos f € Homc(X,Y)y g € Homc(Y, Z) se tiene que

F(g o f) = F(g) o F(f).

Definicién
Un funtor F : C — C se llamara endofuntor.
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Funtores y transformaciones naturales

SiF:C— Dy G:D — E son funtores, la composicién
GoF:C—E

es un funtor de C a E.
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Funtores y transformaciones naturales

SiF:C— Dy G:D — E son funtores, la composicién
GoF:C—E

es un funtor de C a E.

Para toda categoria C existe un endofuntor ldc, llamado funtor identidad de C, que
actia como la identidad en objetos y morfismos. J
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Funtores y transformaciones naturales

SiF:C— Dy G:D — E son funtores, la composicién
GoF:C—E

es un funtor de C a E.

Para toda categoria C existe un endofuntor ldc, llamado funtor identidad de C, que
actia como la identidad en objetos y morfismos. J

La inclusién de una subcategoria E en una categoria C es funtorial y el correspondiente
funtor sera denotado por ig.
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Funtores y transformaciones naturales

Ejemplo:

o El funtor de olvido U : Gpr — Set que envia cada grupo (G, *) en el conjunto G y
un homomorfismo de grupos f en la correspondiente aplicacién f.
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Funtores y transformaciones naturales

Ejemplo:

o El funtor de olvido U : Gpr — Set que envia cada grupo (G, *) en el conjunto G y
un homomorfismo de grupos f en la correspondiente aplicacién f.

@ De la misma forma se pueden definir funtores de olvido para las otras categorias
de objetos con estructura algebraica.
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Funtores y transformaciones naturales

Ejemplos.

o El funtor de olvido U : Gpr — Set que envia cada grupo (G, *) en el conjunto G y
un homomorfismo de grupos f en la correspondiente aplicacién f.

@ De la misma forma se pueden definir funtores de olvido para las otras categorias
de objetos con estructura algebraica.

o Dada una categoria C y X un objeto de dicha categoria, definimos el funtor
Homc (X, —) : C — Set

en objetos como
HomC(X7 _)(Y) = HOmc(X7 Y)

y en morfismos f : Y — Z por
Homc (X, f) : Homc (X, Y) — Home(X, Z)

donde
Homc (X, £)(g) = f o g.

Este tipo de funtores se llaman representables (el funtor estd representado por el
objeto X).
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Funtores y transformaciones naturales

@ Sea R un anillo conmutativo. Sea M un objeto en R-Mod. Podemos definir un
funtor
Homg(M, —) := Homg_mod(M, —) : R-Mod — R-Mod

por
Homg(M, —)(X) = Homg (M, X)

y Homg(M, —)(f) = Homg(M, f), donde, si f : N — P,

Homg(M, f) : Homg(M, N) — Homg(M, P)

es Homg(M, f)(g) = fog.
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Funtores y transformaciones naturales

@ Sea R un anillo conmutativo. En este ejemplo veremos la construccién explicita
del producto tensor en R-Mod. Sean M, N, P objetos en R-Mod. Una aplicacién
v : M x N — P se llama bilineal si

y(m1 + ma2, n) = ~v(m1, n) +v(mz2,n), v(m,n1 + n2) =~(m, n1) +~(m, n2),

~v(am, n) = ay(m, n) = v(m, an),

para todos my,mx,m € M, ni,no,n € Ny aé€R.
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Funtores y transformaciones naturales

@ Sea R un anillo conmutativo. En este ejemplo veremos la construccién explicita
del producto tensor en R-Mod. Sean M, N, P objetos en R-Mod. Una aplicacién
v : M x N — P se llama bilineal si

y(m1 + ma2, n) = ~v(m1, n) +v(mz2,n), v(m,n1 + n2) =~(m, n1) +~(m, n2),

~v(am, n) = ay(m, n) = v(m, an),
para todos my,mx,m € M, ni,no,n € Ny aé€R.

El producto tensor de M y N es un R-médulo por la izquierda M ®g N equipado
con un morfismo bilineal
R :MXN—=-MrN

tal que para cualquier aplicacién bilineal v : M x N — P existe una Gnica aplicacién
lineal
t: MQr N — P

tal que to® = 7.
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Funtores y transformaciones naturales

@ Sea R un anillo conmutativo. En este ejemplo veremos la construccién explicita
del producto tensor en R-Mod. Sean M, N, P objetos en R-Mod. Una aplicacién
v : M x N — P se llama bilineal si

y(m1 + ma2, n) = ~v(m1, n) +v(mz2,n), v(m,n1 + n2) =~(m, n1) +~(m, n2),

~v(am, n) = ay(m, n) = v(m, an),
para todos my,mx,m € M, ni,no,n € Ny aé€R.

El producto tensor de M y N es un R-médulo por la izquierda M ®g N equipado
con un morfismo bilineal
R :MXN—=-MrN

tal que para cualquier aplicacién bilineal v : M x N — P existe una Gnica aplicacién
lineal

t: MQr N — P
tal que to® = 7.

Como consecuencia de esta altima propiedad universal se tiene que M ®g N es
Gnico salvo isomorfismos.
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Funtores y transformaciones naturales

El producto tensor de M y N existe y su construccién es la siguiente: Sea
Fr(M x N) = @ Rem n
(m,n)EMXN

el R-médulo libre generado por una base indexada por los elementos de My N, i.e.
los elementos de Fr(M x N) son combinaciones lineales finitas de vectores em,n,
donde m € My n € N. consideremos ahora el submédulo T generado por los
siguientes elementos:

€m+m/,n — €m,n — €m’ ny €m ntn’ — €m,n — €m n’,

€am,n — @€m,n, €m,an — 3@€m,n-
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Funtores y transformaciones naturales

El producto tensor de M y N existe y su construccién es la siguiente: Sea
Fr(M x N) = @ Rem n
(m,n)EMXN

el R-médulo libre generado por una base indexada por los elementos de My N, i.e.
los elementos de Fr(M x N) son combinaciones lineales finitas de vectores em,n,
donde m € My n € N. consideremos ahora el submédulo T generado por los
siguientes elementos:

€m+m/,n — €m,n — €m’ ny €m ntn’ — €m,n — €m n’,

€am,n — @€m,n, €m,an — 3@€m,n-

Definamos M ®g N := Fr(M x N)/T vy escribamos la clase emn+ T en M @g N
como m ® n. Entonces M ®g N es un R-mdédulo por la izquierda donde

(m+mY@n=men+m ®@n m(n+n)=mn+mxn,

am®n=a(m®n), m® an= a(m® n).
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Funtores y transformaciones naturales

Como consecuencia, la aplicacién
R:MXN—-MRgrN

definida por ®(m,n) = m ® n es bilineal y si v : M x N — P es una aplicacién
bilineal, v(T) = 0. Por lo tanto, existe una Gnica aplicacién lineal

t: MQr N — P
tal que t o ® = ~. Por lo tanto los elementos de M ®g N son sumas del tipo

a1(m1 ® m) + - - + ag(mk ® ng).
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Funtores y transformaciones naturales

Como consecuencia, la aplicacién
QR :MxN—MrN

definida por ®(m,n) = m ® n es bilineal y si v : M x N — P es una aplicacién
bilineal, v(T) = 0. Por lo tanto, existe una Gnica aplicacién lineal

t: MQr N — P
tal que t o ® = ~. Por lo tanto los elementos de M ®g N son sumas del tipo
a1(m1 ® n1) + - + ak(mg @ ng).

Por otro lado, si f : M — V y g : N — W son morfismos de R-médulos por la
izquierda, el morfismo f ®g g es el anico tal que (f Qg g) o ® = R(f X g). Para
obtener f ®g g usamos que ®(f X g) es bilineal y, de esta forma, aplicamos la la
propiedad universal que define el producto tensor. Entonces,

(f ®r g)(m® n) = f(m) ® g(n).
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Funtores y transformaciones naturales

Nétese que, usando la propiedad universal del producto tensor, un R-médulo por
la izquierda puede definirse como un grupo abeliano (M, +) con un morfismo de
R-médulos por la izquierda

oM ROr M — M,
satisfaciendo para todos a,b € Ry m € M las siguientes identidades:
em((nr(a ® b)) ® m) = em(a® (em(b® m))), em(lg® m)=m

donde pug : R®r R — R definido por ug(a® b) = ab es el producto en R inducido
por el morfismo R X R — R, (a, b) — ab.
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Funtores y transformaciones naturales

Nétese que, usando la propiedad universal del producto tensor, un R-médulo por
la izquierda puede definirse como un grupo abeliano (M, +) con un morfismo de
R-médulos por la izquierda

oM ROr M — M,
satisfaciendo para todos a,b € Ry m € M las siguientes identidades:
em((nr(a ® b)) ® m) = em(a® (em(b® m))), em(lg® m)=m

donde pug : R®r R — R definido por ug(a® b) = ab es el producto en R inducido
por el morfismo R X R — R, (a, b) — ab.

Sea M un objeto en R-Mod. El funtor producto tensor
— ®r M : R-Mod — R-Mod,

asocia a cada R-médulo por la izquierda X el objeto X ®g M.
Para cada morfismo esta definido como

(= ®r M)(f) = f ®r idu.

Similarmente se define el funtor M ®g —.
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Funtores y transformaciones naturales

Definicién

Sean F, G funtores de la categoria C a la categoria D. Una transformacién natural
a : F = G es una familia de morfismos

{av : F(V) = G(V)}ve
en D tal que para todo morfismo f : V — W en C se tiene que
G(f) o oy = ay o F(f).

Si avy es un isomorfismo para todo V € |C| diremos que « es un isomorfismo natural.

Ejemplo

Si R es un anillo conmutativo y f : M — N es un morfismo en la categoria R-Mod, se
tiene que
—Qrf:—®rM=>—-®rN

es una transformacién natural dada por

(—®Rf)\/:: idy Qp f : VRr M — V @ N.
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Funtores y transformaciones naturales

Teorema

Sean F, G, y H funtores de la categoria C a la categoria D. Sean ao: F= G, 3: G=H
transformaciones naturales. Entonces la familia de morfismos en D

{(Bea)v : F(V) = H(V)}vec
definida por
(Bea)y =Byvoay

es una transformacién natural denotada por S e a : F = H y llamada la composicién
vertical de av y .
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Funtores y transformaciones naturales

Teorema

Sean F, G, y H funtores de la categoria C a la categoria D. Sean ao: F= G, 3: G=H
transformaciones naturales. Entonces la familia de morfismos en D

{(Bea)v : F(V) = H(V)}vec
definida por
(Bea)y =Byvoay

es una transformacién natural denotada por S e a : F = H y llamada la composicién
vertical de av y .

La composicién vertical es asociativa. Ademas tiene para cada funtor F una identidad,
la transformacién natural identidad dada por idg : F = F donde

(idr)v = idg(v)-
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Funtores y transformaciones naturales

Podemos representar cada transformacién natural

a:F=G
entre funtores F,G: C — D como:
E
-
«
—
G
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Funtores y transformaciones naturales
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Funtores y transformaciones naturales

De esta forma la composicién vertical se puede expresar como

F
-~
F
B e —— [e3
Lo = -—
G
-~
B
H
-~
H
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Funtores y transformaciones naturales

o por
F
F
«@
Bea =
G
B
H
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Funtores y transformaciones naturales

Las igualdades para las identidades son:

E
-—
F F
- -~ «
o = idgea = -~
G
-~ -~ X
idg
G G
-—
G
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Funtores y transformaciones naturales

y
F
—
F F
-~ -— idp
@ = aeidp = -~
F
-~ -~
a
G G
-—
G
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Funtores y transformaciones naturales

o
E
F F
«
o = idgea =
G
id
G G ¢
G
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Funtores y transformaciones naturales

F
F F
idg

a = aeide =

F

«@
G G

G
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Funtores y transformaciones naturales

Definic

Dadas dos categorias C y D, si C es pequefia, podemos construir la categoria de funtores
CP = Funt(C,D)

cuyos objetos son los funtores de la categoria C a la categoria D y cuyos morfismos son
las transformaciones naturales entre dichos funtores y la composicién es la composicién

vertical. Con
End(C)

denotaremos la categoria de endofuntores de C.
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Funtores y transformaciones naturales

Teorema

Sean F, G funtores de la categoria C a la categoria D y sean F’, G’ funtores de la
categoria D a la categoria E. Sean a: F = G, 3 : F = G’ transformaciones naturales.
Entonces, la familia de morfismos

{(Bxa)y : (F o F)(V) = (G0 G)(V)}vec

en E definida por
(B* @)y = G (av) o Brv)

es una transformacién natural denotada por 8 *a : FFoF = G’ o G y llamada la
composicion horizontal de o y 3.
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Funtores y transformaciones naturales

Teorem

Sean F, G funtores de la categoria C a la categoria D y sean F’, G’ funtores de la
categoria D a la categoria E. Sean a: F = G, 3 : F = G’ transformaciones naturales.
Entonces, la familia de morfismos

{(Bxa)y : (F o F)(V) = (G0 G)(V)}vec

en E definida por
(B* @)y = G (av) o Brv)

es una transformacién natural denotada por 8 *a : FFoF = G’ o G y llamada la
composicion horizontal de o y 3.

Nétese que por la naturalidad de 3 tenemos que

(B *a)y = Bgvy o F'(av).
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Funtores y transformaciones naturales

La composicién horizontal es asociativa y si idc es el funtor identidad de C e idig. es
la transformacién natural identidad, se tiene que

ididc Q=0 = Q* ididc-

Es mas, tenemos que
(idF/ * a)v = F,(Oé\/)

(B*ide)v = Br(v)-

Como consecuencia

Bxa=(Bx*idg) e (idp: * o) = (idg: * &) @ (B * idg).
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Funtores y transformaciones naturales

En otras palabras:

F/oF F/oF
B B
F’ F id
-— I, *o Bxidg
Bra = B @ = -~ = B
F/oG G'oF
o c Bxidg idg s * o
B — B —
G’ oG G'oG
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Funtores y transformaciones naturales

o
F/oF F’oF
’
F )
F idp o Bridg
Bra = B a = - = -
F/oG G'oF
< G Bxidg idg s *o
G'oG G'oG
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Funtores y transformaciones naturales

Entonces,
F’ F
F’ F id
-— dgr a
Bra B et -—
F’ G
-— —
G’ G B idg
G’ G
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Funtores y transformaciones naturales

F’ F
-— ——
F’ F
-— ———— B idg
Bra = B o -~ ——
G’ F
-— ——— .
< G idg/ e
-— —
G’ G
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Funtores y transformaciones naturales

Equivalentemente,

F’ F
F F idgs «
Brxa = B « = e —
F’ G
G G s idg
G/ G
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Funtores y transformaciones naturales

F
F’ F
a
Bxa = B [e% = _—
F’ G
G’ G s

G’
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Funtores y transformaciones naturales

y
F’ F
F’ F
B idg
Bxa = B [e% = _—
G’ F
< G idgr e
G’ G
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Funtores y transformaciones naturales

o
F/
!
F
F 8
Bxa = B [e% =

¢ F
G’ G @
G
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Funtores y transformaciones naturales

Definicién

Sea F : C — D un funtor. Diremos que F es una equivalencia de categorias si existe un
funtor G : D — C e isomorfismos naturales  : idp == Fo Gy 6 : GoF = idc.
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Funtores y transformaciones naturales

Definicién

Sea F : C — D un funtor. Diremos que F es una equivalencia de categorias si existe un
funtor G : D — C e isomorfismos naturales  : idp == Fo Gy 6 : GoF = idc.

Definicién

| \

Sea F : C — D un funtor. Diremos que F es esencialmente sobreyectivo si para cada
W € |D|, existe X € |C| tal que W y F(X) son isomorfos en D. Se dira que es fiel
(resp. plenamente fiel) si para cada par (X, Y) de objetos de C, la aplicacién

Home (X, Y) — Homp (F(X), F(Y))

es inyectiva (resp. biyectiva).
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Funtores y transformaciones naturales

Teorema

Un funtor F : C — D es una equivalencia de categorias si, y sélo si, F es esencialmente
sobreyectivo y plenamente fiel.
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Funtores y transformaciones naturales

Teorema

Un funtor F : C — D es una equivalencia de categorias si, y sélo si, F es esencialmente
sobreyectivo y plenamente fiel.

Definicién

Sea F : C — D un funtor. Se dice que F es un isomorfismo de categorias si existe un
funtor G: D — Ctalque FoG=idp y GoF = idc.
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Funtores y transformaciones naturales

Teorema

Un funtor F : C — D es una equivalencia de categorias si, y sélo si, F es esencialmente
sobreyectivo y plenamente fiel.

Definicién

Sea F : C — D un funtor. Se dice que F es un isomorfismo de categorias si existe un
funtor G: D — Ctalque FoG=idp y GoF = idc.

Claramente, categorias isomorfas son equivalentes. Lo inverso no se tiene en general. )
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Funtores y transformaciones naturales

o Si C es una categoria y E es una subcategoria de C tal que cualquier objeto de C
es isomorfo a un objeto de E y tal que

Homg(V, W) = Homc(V, W)

para todos V, W € |E|, entonces la inclusién ig de E en C es una equivalencia de
categorias. En general no es un isomorfismo.
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Funtores adjuntos

© Funtores adjuntos
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Funtores adjuntos

Sean F: C - Dy G: D — C funtores. Se dice que F es adjunto por la izquierda de G
(o que G es adjunto por la derecha de F), denotado por

FHG,

si existen dos transformaciones naturales v : idc = GoF (unidad) y v : Fo G = idp
(counidad) tales que:
vi(v) © F(uv) = idrv),

G(vw) o ug(w) = idg(w)-

para cualquier par de objetos V € |C| y W € |D|.
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Funtores adjuntos

Teniendo en cuenta la notacién bidimensional introducida en la seccién anterior, un par
adjunto (F, G, u, v) esta dado por dos funtores F : C — D, G : D — Cy transformaciones
naturales u : idc = GoF, v: Fo G = idp tales que se satisfacen las igualdades:

idc idc
-— = -—
u u
- - = - = <+—
G F G G F G F F
v v
—
idp idp
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Funtores adjuntos

Equivalentemente en forma reducida:

idc idc

idp idp
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Funtores adjuntos

Equivalentemente en forma reducida:

idc idc

idp idp

Nétese que lo anterior también se puede escribir como,

(v * idg) e (idg * u) = ide

(idg * v) o (u * idg) = idg,

respectivamente.
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Funtores adjuntos

Teorema

Sean F: C — D y G: D — C funtores. Entonces F es adjunto por la izquierda de G si,
y sélo si, para todos V € |C| y W € |D| existe una biyeccién natural

wy,w HOmc(V7 G(W)) — HOmD(F(V), W)
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Funtores adjuntos

Teorema

Sean F: C — D y G: D — C funtores. Entonces F es adjunto por la izquierda de G si,
y sélo si, para todos V € |C| y W € |D| existe una biyeccién natural

wy,w HOmc(V7 G(W)) — HOmD(F(V), W)

Teorema

| \

Sean F: C - Dy G: D — C funtores. Entonces si F es adjunto por la izquierda de G
se tiene que F conserva coigualadores y G conserva igualadores.

A
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Funtores adjuntos

Ejemplo

Sea R un anillo conmutativo. Si M es un R-médulo por la izquierda, tenemos la adjun-
cién
= ®R M ‘1 HomR(M, —)
donde
wx,y : HOmR(X, HOmR(M, Y)) — HOmR(X ®Rr M, Y)

esta definida por
wx, v (F)(x ® m) = f(x)(m),

[wi v (&) ()](m) = g(x ® m).
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Funtores adjuntos

Teorema

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) F: C — D es una equivalencia de categorias.
ii) Existe un funtor G : D — C tal que F 4 G y la unidad y la counidad de la adjuncién
son isomorfismos naturales.
iii) Existe un funtor H : D — C tal que H - F y la unidad y la counidad de la adjuncién
son isomorfismos naturales.
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Funtores adjuntos

Teorema

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) F: C — D es una equivalencia de categorias.
ii) Existe un funtor G : D — C tal que F 4 G y la unidad y la counidad de la adjuncién
son isomorfismos naturales.
iii) Existe un funtor H : D — C tal que H - F y la unidad y la counidad de la adjuncién
son isomorfismos naturales.

En las condiciones del resultado previo H=G: D — Cand G4 F 4 G. J
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Categorias monoidales

@ Categorias monoidales
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Categorias monoidales

Definicién

Se define el producto de dos categorias C y D como la categoria denotada por
CxD

cuyos objetos son pares de objetos (V, W) con V € |C|, W € |D| y cuyos morfismos
estan dados por

HomCXD((Vv W)7 (V/7 WI)) = HOmc(V, Vl) X HomD(W7 WI)
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Categorias monoidales

Un funtor tensorial (funtor producto tensor) en C es un funtor

®:CxC—C.
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Categorias monoidales

Un funtor tensorial (funtor producto tensor) en C es un funtor

®:CxC—C.

Nétese que esto implica que:

o Para todo par (V, W) de objetos en C tenemos un objeto V ® W € |C|.

o Para cada par de morfismos (f, g) en C tenemos un morfismo f ® g en C tal que su
dominio es el producto tensor de los dominios de f y g y lo mismo ocurre con sus
codominios.

o If f y f’ son morfismos componibles en C y lo mismo ocurre con g y g’, se tiene que

(fFeeg)o(feeg)=((fof)® (g og)).

o idygw = idy ® idw.
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Categorias monoidales

Nétese que, si ® es un funtor producto tensor, para todo V € [C|,
-®V:C—»C, V®—:C—>C
son endofuntores. Por ejemplo, — ® V : C — C esta definido por
(—eV)(X) =XV

en objetos y por
(= V)(f)=f®idy

en morfismos.
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Categorias monoidales

Nétese que, si ® es un funtor producto tensor, para todo V € [C|,
-®V:C—»C, V®—:C—>C
son endofuntores. Por ejemplo, — ® V : C — C esta definido por
(—eV)(X) =XV

en objetos y por
(= V)(f)=f®idy

en morfismos.

También, si f : V — W es un morfismo en C,
—RF:—RV=>—-QW, f—:Vy—=>W®-—

son transformaciones naturales. Por ejemplo, (f ® —)x = f ® idx.

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Categorias monoidales

Entonces, dados dos morfismos f: V — Wy g: W — Z, se tiene que:

Ve —
—
Ve— Ve—
-~ -— fR—
gof®— = |[(e®-)e(f®-) = -~
W —
-~ B ——
Z®— Z®— 80—
—
ZR—
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Categorias monoidales

o, de forma reducida,

v
v

£
gof =

w

g
z

z
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Categorias monoidales

Por otro lado, si f : V — W, g : V/ — W' son morfismos en C, para las correspon-
dientes transformaciones naturales

fe—:Ve-—=We—, g—:Vo-—=Wag-,

se tiene que
(e®-)*(f®-))x =(g®f® —)x-
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Categorias monoidales

Equivalentemente,

Vig— Ve— V'@V —
- .
(e®—)x(f®—) = g®— fe— = gRf®—

w'®— we— wWeowe—
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Categorias monoidales

o, en versidon reducida,

v/ v V'V
g f = gRf
w’! w w' @w
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Categorias monoidales

Sea C una categoria con un funtor producto tensor ®. Una restriccién de asociatividad
para ® es un isomorfismo natural

a:®o0(® xidc) = ®o (idc x ®).
Entonces, para todo triple (U, V, W) de objetos en C, existe un isomorfismo
ayyw: (U V)W = U® (Ve W)
talquesif:U— U, g:V — V' h: W— W son morfismos en C,

(f® (g® h)) [e] aU7V’W = aulyvl’W/ [e] ((f@g) ® h)
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Categorias monoidales

Definicién

Sea C una categoria con un funtor producto tensor ®. Una restriccién de asociatividad
para ® es un isomorfismo natural

a:®o0(® xidc) = ®o (idc x ®).
Entonces, para todo triple (U, V, W) de objetos en C, existe un isomorfismo
ayyw: (U V)W = U® (Ve W)
talquesif:U— U, g:V — V' h: W— W son morfismos en C,

(FR(g®h)oayv,w = ayr v, wr © ((f ® g) ® h).

Definicién

La restriccién de asociatividad a satisface el Axioma del Pentagono si

(idy ® av,w,x) © au,vew,x © (au,v,w ® idx) = au,v,wex © augV,w.x,

se cumple para todos U, V, W, X € C.
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Categorias monoidales

Nosotros podemos escribir el axioma anterior de una forma mas sencilla identificando
las identidades en objetos con el propio objeto. Por lo tanto, a partir de este monmento,
dados M, N, P objetos en C y un morfismo en f : M — N en la misma categoria,
escribiremos P ® f para designar a idp ® f y, de la misma forma, f ® P designara a
f ® idp. Como consecuencia, el Axioma del Pentagono queda como:

(U® av,w,x) o au,vew,x ° (au,v,w ® X) = au,v,wex © augVv,w,X-
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Categorias monoidales

Definic

Fijado un objeto K en una categoria C con producto tensor ®, una restriccién de unidad
por la izquierda respecto de K es un isomorfismo natural

l:®o (K xidc) = idc.
Esto implica que para todo objeto V € |C| existe un isomorfismo
hy:K®V sV
tal que, para todo morfismo f : V — W en C, se cumple la siguiente identidad:

/WO(K®f):fO/\/
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Categorias monoidales

Definici

Fijado un objeto K en una categoria C con producto tensor ®, una restriccién de unidad
por la derecha respecto de K es un isomorfismo natural

r:®o(idc x K) = idc.
Esto implica que para todo objeto V € |C| existe un isomorfismo
rv: VK->V
tal que, para todo morfismo f : V. — W en C, se cumple la siguiente identidad:

rWo(f®K):forv,
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Categorias monoidales

Definicién

Sea C una categoria con un funtor producto tensor ®. Dadas una restriccién de asocia-
tividad a y restricciones de unidad / (izquierda) y r (derecha) respecto de un objeto K,
diremos que se satisface el Axioma del Triangulo si

(Veilw)oavkw =rv@ W,

se cumple para todos V, W € C.
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Categorias monoidales

Ejemplo

Sea R un anillo conmutativo. Sean M, N, P objetos en R-Mod. Entonces el isomorfismo

au,n,p((M®n)®p) =m® (n® p)

induce una restriccién de asociatividad en R-Mod.
Las aplicaciones lineales

Iv: R M — M, IM(a®m):am,

m:M®grR— M, ry(m® a) = ma,
son isomorfismos con inversos

It M — R®g M, I;,*(m)=1gr @ m,

r,;,l ‘M — M®g R, r,\;l(m) =m® 1g,

que dan lugar a restricciones de unidad respecto de un objeto R por la izquierda y por
la derecha respectivamente.
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Categorias monoidales

Defin

Una categoria monoidal (tensorial)
(C,®,K,a,l,r)

es una categoria C equipada con un funtor producto tensor ® : CxC — C, con un objeto
K, llamado unidad de C, con una restriccién de asociatividad a, con una restriccién de
unidad por la izquierda respecto de K, denotada por /, y con una restriccién de unidad
por la derecha respecto de K, denotada por r, cumpliendo el Axioma del Pentagono y
el Axioma del Triangulo.
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Categorias monoidales

Defin

Una categoria monoidal (tensorial)
(C,®,K,a,l,r)

es una categoria C equipada con un funtor producto tensor ® : CxC — C, con un objeto
K, llamado unidad de C, con una restriccién de asociatividad a, con una restriccién de
unidad por la izquierda respecto de K, denotada por /, y con una restriccién de unidad
por la derecha respecto de K, denotada por r, cumpliendo el Axioma del Pentagono y
el Axioma del Triangulo.

Definicién

Una categoria monoidal se llamara estricta si sus restricciones son identidades.
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Categorias monoidales

Ejemplos

o Set, la categoria de conjuntos.
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Categorias monoidales

Ejemplos

o Set, la categoria de conjuntos.

o FF-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.
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Categorias monoidales

Ejemplos

o Set, la categoria de conjuntos.

o FF-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.

o R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.
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Categorias monoidales

Ejemplos

o Set, la categoria de conjuntos.

o FF-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.
o R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.

o Rep(G), la categoria de representaciones de un grupo G.
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Categorias monoidales

Ejemplos

Set, la categoria de conjuntos.
F-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.

R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.

Rep(G), la categoria de representaciones de un grupo G.

H-Mod, la categoria de médulos por la izquierda para un algebra de Hopf H.
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Categorias monoidales

Ejemplos

o Set, la categoria de conjuntos.

o FF-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.

o R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.
o Rep(G), la categoria de representaciones de un grupo G.

o H-Mod, la categoria de médulos por la izquierda para un algebra de Hopf H.

° ZYD, la categoria de médulos Yetter-Drinfeld por la izquierda para un algebra de

Hopf H.
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Set, la categoria de conjuntos.
F-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.
R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.

Rep(G), la categoria de representaciones de un grupo G.

H-Mod, la categoria de médulos por la izquierda para un algebra de Hopf H.

° ZYD, la categoria de médulos Yetter-Drinfeld por la izquierda para un algebra de
Hopf H.

o Sea C una categoria. La categoria de endofuntores de C es un ejemplo de categoria
monoidal estricta con la composicién de funtores como producto tensor e idc como
unidad. Los morfismos en End(C) son transformaciones naturales entre endofunto-
res y su composicién es la composicién vertical . El producto tensor de morfismos
en End(C) esta definido por la composicién horizontal * de transformaciones na-
turales.
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Categorias monoidales

Definicién

Sean (C,®, K, a,l,r), (D,®,1,a,l, r) categorias monoidales. Un funtor monoidal (funtor
tensorial) de C a D es una terna

(F, ®0,®—,—)

donde F : C — D es un funtor, ®¢ : | — F(K) es un isomorfismo y ®_ _ es una familia
de isomorfismos naturales indexados por los pares (U, V) en C x C

o ={dyv:FU)QF(V)—=FU®W); U,V €|C|}

tal que:

Sy vgw o (F(U) ® ®v w) o apuy,F(v),F(w) = Flau,v,w) o Pugv,w o (Pu,v ® F(W)),
F(Iu) o ¢K,U O ((DQ ® F(U)) = IF(U)7
F(ry) o ¢U,K o (F(U)® ®g) = rF(U)>

donde U, V, W € |C|.
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Categorias monoidales

Defin

Sean (C,®,K,a,l,r), (D,®,1,a,l,r) categorias monoidales y sean (F,®q,®_ _),
(F/, g, ¢’7’7) funtores monoidales de C a D. Una transformacién monoidal natural

1 (F, 00, ) = (F/,0h, 0" _)

es una transformacién natural 7 : F = F’ tal que para todo par de objetos (U, V) en C
se cumple que
’I’]K (e} ¢o = ¢6,

d’/u,v o (nu®nv) = nuev o Pu,v.
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Categorias monoidales

Definicién

Un isomorfismo natural monoidal es una transformacién monoidal natural tal que es un
isomorfismo natural.
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Categorias monoidales

Un isomorfismo natural monoidal es una transformacién monoidal natural tal que es un
isomorfismo natural.

Definicién

| A\

Una equivalencia monoidal entre categorias monoidales es un funtor monoidal F : C — D
tal que existe un funtor monoidal G : D — C e isomorfismos naturales monoidales
n:idp=FoGy6f:GoF =idc.

A
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Categorias monoidales

Definicién

Un isomorfismo natural monoidal es una transformacién monoidal natural tal que es un
isomorfismo natural.

Definicién

| A

Una equivalencia monoidal entre categorias monoidales es un funtor monoidal F : C — D
tal que existe un funtor monoidal G : D — C e isomorfismos naturales monoidales
n:idp=FoGy6f:GoF =idc.

Definicién

| \

Si existe una equivalencia monoidal entre C y D diremos que C y D son monoidalmente
equivalentes.

A\
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Teorema

Dada C una categoria monoidal, existe una categoria monoidal estricta C" que es
monoidalmente equivalente a C.
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Categorias monoidales

Teorema

Dada C una categoria monoidal, existe una categoria monoidal estricta C" que es
monoidalmente equivalente a C.

Como consecuencia del teorema anterior, cuando trabajamos con categorias monoidales,
podemos asumir sin pérdida de generalidad, que la categoria es estricta. En la practica
esto implica que podemos suponer que las restricciones son todas identidades.
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Categorias monoidales trenzadas

© Categorias monoidales trenzadas
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Categorias monoidales trenzadas

Sea C una categoria con producto tensor ® : CxC — Cy una restriccién de asociatividad
a. Denotemos por 7 : C X C — C x C el funtor definido por 7(U, V) = (V, U) para
todo par de objetos en la categoria y por 7(f, g) = (g, f) para todo par de morfismos
en C. Una restricciéon de conmutatividad ¢ es un isomorfismo natural

cC:Q®=>Qor.
Esto significa, que para todo par (V, W) de objetos en C, tenemos un isomorfismo
Cv,w - VoW - WV

tal que

(g®@f)ocv,w =cyr,w o (f®g)
para todos morfismos f : V — V' y g: W — W’. Por lo tanto tenemos dos isomorfis-
mos naturales

C\/7_:V(X)—:>—(X)V7 C_’WZ—®W:>W®—.
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Categorias monoidales trenzadas

Diremos que la restriccién de conmutatividad satisface el Axioma del Hexagono si

(V®cuw)oay,uwo(cuy ®W)=ay w,uocuvew o au,v,w,

_ 1 ~1
ayy,y © Cusv,w 0 agy = (evw ® W)oaghy, o (U cv,w),

se cumplen para todos U, V, W € |C|.
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Categorias monoidales trenzadas

Defi

Sae (C,®, K, a,l,r) una categoria monoidal. Una trenza en C es una restriccién de
conmutatividad cumpliendo el Axioma del Hexagono. Una categoria monoidal trenzada
es una categoria monoidal dotada de una trenza c. La denotaremos como

(C,®,K,a,l,r,c).
Nétese que, si C es estricta, el Axioma del Hexagono se reduce a

cu,veow = (V® cyw) o (cu,v @ W),

cugv,w = (cu,w @ W) o (U® cv,w) :

Si (C,®, K, a,l,r,c) es una categoria monoidal trenzada y cy y o cy,v = idygv, para
todos U, V in |C|, diremos que (C,®, K, a, I, r, c) es una categoria monoidal simétrica.
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Categorias monoidales trenzadas

Teniendo en cuenta que para cada morfismo f : V — W tenemos dos transformaciones
naturales f® - V® - > W -y —Q®Ff: —® V — — ® W, en contexto estricto,
la naturalidad de cy v ® — queda expresada como:

Ve — Ve —
fo— ‘ fR—

Ug— Ve — Uo— |we— we- | ue- 2 Ue—
‘ cuv®— ‘ v, w®— ‘ ‘ oW, u®— ‘ v,u®—
Ve | Us— We-  Us— Tue—  we- Uus— | ve-
fo— ‘ fo—
-— -~
we— We-—
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Categorias monoidales trenzadas

o por
v v
f f
U v _ U w w U _ v U
cu,v cv,w w,u cv.u
v U w U U w U v
f
w w

5 . -1 -1
De forma analoga podemos expresar la naturalidad de —® cv,y, v R—y—® v
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Categorias monoidales trenzadas

Con este lenguaje el Axioma del Hexagono queda como

UR— VRWR— UR— V- WR-— URvVe— We— U®— V- W-—
-t t— = 44— 44— 4— - 4— =
cu,vew®— cy,v®— cugv,w®— cv,w®—
-+ 4— - 4— - 4—
VOWe— UR— VR— | UR— We—- UdVe-— WQ— |V®—
cuw®— cu,w®—
-~ —— -~ ———
Wo— UR-— W— UR—
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Categorias monoidales trenzadas

o en forma reducida

U vew _ U v w ueVv w _ U v w
cu,vew cu,v cwev,w cv,w
vew U v U w sV W v
cu,w cu,w
wu wu
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Categorias monoidales trenzadas

U Vew _ U v w uVv w _ U v w
c c c c
vew U v U w usv wo v
c c
w v w v
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Categorias monoidales trenzadas

Ademas la naturalidad de cygy,w ® — implica la identidad (conocida como la identidad
de Yang-Baxter):

URVR—
cu,v®—

VRUR— IWe— U®— VR— W®-— URvVe— We— U®— V- W®-—
-— et — 4 e —— = 44— 4 = 4—— 4 <
cveu,w®— cy,v®— ‘ cugv,w®— cv,w®—
-— -~ -~ -—
We— VoUR— VR— | UR— we— [URVe— WQ— |V®—
cu,w®— cuv®— cu,w®—

-— -~ ———
We—| UR— VRU®— We—| Ue—
cv,w®— cy,v®—
-~ -~ ——
WR— V— V- UR—
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Categorias monoidales trenzadas

o también
UV
cu,v
Veu w _ U v w _ uVv w _ U v w
cveu,w cu,v cueVv,w cv,w
w VU v U w uVv w v
cu,w c cu,w
u,v
w U Veu w U
cv,w cu,v
w v v U
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Categorias monoidales trenzadas

uVv
c

Veu w U v w _ ueVv w _ U v w

c c c c
w veu v U w ueVv w v

c c
c
w U veu w U

c c

w v v U
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Categorias monoidales trenzadas

Entonces, la forma lineal de la identidad de Yang-Baxter es en el caso estricto
(vaw ® U) o (V ® CU,W) o (CU’\/ ® W) = (W ® CU’\/) o (CU,W ® V) o (U ® CV,W)~
y en el no estricto

aw,v,uo(cvw @ U)oayly o (V@cyw)oav,uwo (cuy@W)

=(Wacyv)oawuyo(cuw®V)oayyy, o (Ucyw)oauv,w.
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Categorias monoidales trenzadas

De forma analoga podemos trabajar con los funtores — ® U obteniendo igualdades

similares:

-QU -V —eWw
-~ ——— -«——
—®cy,u
-~ ——
—QV | —QU
—®cw,u
-~ —
—QW | —QU
—Q®cw,v
—
—QW —QV

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles

—-QU —QV —eW
-— ——— +———

—Qcw,v

—
—QW
—Qcw,u

-~
—QV

PR
—QQW

—
—QU
—®cv,u

B S—
-V —QU
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Categorias monoidales trenzadas

Por otro lado, gracias a la naturalidad, tenemos la identidad

UR— VR— W®— URp— VR— WR— U®— V- W-—
‘-— —— —— = 4— 4t— 4t—— = 4t—— —— —
‘ 5\71u®’ c‘71U®7 cv,w®—
-— ——— -~ ——— -~ ———
VR— | UR— V- | UR— WQ— |V®—
cuw®— cu,w®— cu,w®—
-~ ——— -~ ——— -~ ———
Wwe— U®-— We—| U®— We—| Ue—
cvw® o, y®—
-+ -+ —
WR— V®— VR—| UR—
-1
C\7,1W®_ v w®—
- —— -+ —
VR— W®-— V- WR-—
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que admite la versién mas simple:

U v w

U v w u v
¢t ¢t <
v U v U w v
c c c
w U w U w U
c 1
v v U
—1
C71 c
w v w
y similarmente se obtiene igualdades similares cuando se cambia ¢ por c 'y c_ _ ® —
por —®c— —.
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Ejemplos

o Set, la categoria de conjuntos.
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Ejemplos

o Set, la categoria de conjuntos.

o [F-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.
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Ejemplos
o Set, la categoria de conjuntos.

o [F-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.

@ R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.
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o Set, la categoria de conjuntos.
o [F-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.
@ R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.

o Rep(G), la categoria de representaciones de un grupo G.
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Ejemplos
o Set, la categoria de conjuntos.
o [F-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.

@ R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.
o Rep(G), la categoria de representaciones de un grupo G.

o H-Mod, la categoria de médulos por la izquierda para un algebra de Hopf quasi-
triangular H.
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o Set, la categoria de conjuntos.

o [F-Vect, la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F.

@ R-Mod, la categoria de médulos por la izquierda sobre un anillo conmutativo R.
o Rep(G), la categoria de representaciones de un grupo G.

o H-Mod, la categoria de médulos por la izquierda para un algebra de Hopf quasi-
triangular H.

° ZYD, la categoria de médulos Yetter-Drinfeld por la izquierda para un algebra de
Hopf H con antipoda biyectiva.
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Teorema

Si (C,®, K, a,l,r,c) es una categoria monoidal trenzada, para todo V de C se cumple
lo siguiente:

—1
lvocyk =rv, rvocky =lv, cvk = Cyly-

Por lo tanto, si la categoria es estricta, se tiene que cy x = ck,v = idy
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Categorias monoidales trenzadas

Teorema

Si (C,®, K, a,l,r,c) es una categoria monoidal trenzada, para todo V de C se cumple
lo siguiente:

—1
lvocyk =rv, rvocky =lv, cvk = Cyly-

Por lo tanto, si la categoria es estricta, se tiene que cy x = ck,v = idy

Teorema

| \

Si (C,®, K, a,/,r,c) es una categoria monoidal trenzada, (C,®, K, a, /, r, c~1) también
lo es.

v

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles
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Teorema

Si (C,®, K, a,l,r,c) es una categoria monoidal trenzada, para todo V de C se cumple
lo siguiente:

—1
lvocyk =rv, rvocky =lv, cvk = Cyly-

Por lo tanto, si la categoria es estricta, se tiene que cy x = ck,v = idy

Teorema

Si (C,®, K, a,/,r,c) es una categoria monoidal trenzada, (C,®, K, a, /, r, c~1) también
lo es.

Sean (C,®,K,a,l,r,c), (D,®,1,a,l, r,b) categorias monoidales trenzadas. Un funtor

monoidal (F,®g,®_ _) de C a D es trenzado si, para todo par de objetos (U, V) de
C, se cumple lo siguiente:

Sy y o br),r(v) = Fleu,v) o @y v-
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