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Un cuasigrupoide A es un par ordenado de conjuntos A = (Ag, A1) tal que:
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Definicién

Un cuasigrupoide A es un par ordenado de conjuntos A = (Ag, A1) tal que:

(1) Existen aplicaciones sp : A1 — Ag, ta : A1 — Ao e ida : Ao — Ai, llamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SA(idA(X)) = tA(idA(X)) =x, Vx€Aop.
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Definicién

Un cuasigrupoide A es un par ordenado de conjuntos A = (Ag, A1) tal que:

(1) Existen aplicaciones sp : A1 — Ag, ta : A1 — Ao e ida : Ao — Ai, llamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SA(idA(X)) = tA(idA(X)) =x, Vx€Aop.
(2) Existe una aplicacién, llamada producto de A,
o: Ay saXta A1 = {(a7 b) c A x A ; sA(a) = tA(b)} — A1,

definida por e(a, b) = a e b y una aplicacién Aa : A1 — Aq, llamada aplicacién de
inversién, tales que:
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Definicién

Un cuasigrupoide A es un par ordenado de conjuntos A = (Ag, A1) tal que:

(1) Existen aplicaciones sp : A1 — Ag, ta : A1 — Ao e ida : Ao — Ai, llamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

sa(ida(x)) = ta(ida(x)) = x, V x € Ao.
(2) Existe una aplicacién, llamada producto de A,
o: Ay saXta A = {(a7 b) €A1 XAz ; sA(a) = tA(b)} — A1,
definida por e(a, b) = a e b y una aplicacién Aa : A1 — Aq, llamada aplicacién de
inversién, tales que:

(2-1) Para cada a € Ay,
ida(ta(a)) @ a = a = aeida(sa(a)).

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Definicién

Un cuasigrupoide A es un par ordenado de conjuntos A = (Ag, A1) tal que:
(1) Existen aplicaciones sp : A1 — Ag, ta : A1 — Ao e ida : Ao — Ai, llamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo
SA(idA(X)) = tA(idA(X)) =x, Vx€Aop.
(2) Existe una aplicacién, llamada producto de A,

o: Ay saXta A1 = {(a7 b) c A x A ; sA(a) = tA(b)} — A1,

definida por e(a, b) = a e b y una aplicacién Aa : A1 — Aq, llamada aplicacién de
inversién, tales que:
(2-1) Para cada a € Ay,
ida(ta(a)) @ a = a = aeida(sa(a)).
(2-2) Para todo (a, b) € A1 53X ¢tp A,

sA(a ° b) = SA(b)7 tA(a ° b) = tA(a).
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Definicién

Un cuasigrupoide A es un par ordenado de conjuntos A = (Ag, A1) tal que:

(1) Existen aplicaciones sp : A1 — Ag, ta : A1 — Ao e ida : Ao — Ai, llamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SA(idA(X)) = tA(idA(X)) =x, Vx€Aop.
(2) Existe una aplicacién, llamada producto de A,
o: Ay saXta A1 = {(a7 b) c A x A ; sA(a) = tA(b)} — A1,

definida por e(a, b) = a e b y una aplicacién Aa : A1 — Aq, llamada aplicacién de
inversién, tales que:
(2-1) Para cada a € Ay,
ida(ta(a)) @ a = a = aeida(sa(a)).
(2-2) Para todo (a, b) € A1 53X ¢tp A,

sA(a ° b) = SA(b)7 tA(a ° b) = tA(a).

(2-3) Paratodo (a, b) € Ay sx<tp Az, (Aa(a), aeb) y (aeb, Aa(b)) pertenecen a Ay sx<tp Ax

g Aa(a)e (aeb)=0b, (aeb)ea(b)=a.
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Cuasigrupoides

Los cuasigrupoides son casos particulares de los inverse semiloopoids introducidos por
J. Grabowski en:

o J. Grabowski: An introduction to loopoids, Comment. Math. Univ. Carolin. 57
(2016), 515-526.
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Cuasigrupoides

Los cuasigrupoides son casos particulares de los inverse semiloopoids introducidos por
J. Grabowski en:
o J. Grabowski: An introduction to loopoids, Comment. Math. Univ. Carolin. 57
(2016), 515-526.

| A\

Teorema

Para todo cuasigrupoide A se tiene que las igualdades

sa(Aa(a)) = ta(a),
ta(Aa(a)) = sa(a),

Aa(a) o a = ida(sa(a)),

ae Aa(a) = ida(ta(a)),
Aa(Aa(a)) = a,

Aa(a e b) = Aa(b) @ Aa(a),

se cumplen para todo a € Ay y todo (a, b) € Ay spXta As.
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Cuasigrupoides

Los cuasigrupoides son casos particulares de los inverse semiloopoids introducidos por
J. Grabowski en:
o J. Grabowski: An introduction to loopoids, Comment. Math. Univ. Carolin. 57
(2016), 515-526.

| A\

Teorema

Para todo cuasigrupoide A se tiene que las igualdades

sa(Aa(a)) = ta(a),
ta(Aa(a)) = sa(a),

Aa(a) o a = ida(sa(a)),

ae Aa(a) = ida(ta(a)),
Aa(Aa(a)) = a,

Aa(a e b) = Aa(b) @ Aa(a),

se cumplen para todo a € Ay y todo (a, b) € Ay spXta As.

| A

Definicién
Sea A un cuasigrupoide. El conjunto Ag sera llamado el conjunto base de A. Diremos
que un cuasigrupoide A es finito si su conjunto base es finito.
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Cuasigrupoides

Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de f y cuasigrupos de Hopf débiles



Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Un grupoide G es un par ordenado de conjuntos G = (Gp, G1) tal que:
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Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Definicién

Un grupoide G es un par ordenado de conjuntos G = (Gp, G1) tal que:

(1) Existen aplicaciones sg : G1 — Go, tg : G1 — Go e idg : Go — Gi, lamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SG(fdg(X)) = tG(idG(X)) =x, Vxé&Gp.
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Cuasigrupoides

Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Definicién

Un grupoide G es un par ordenado de conjuntos G = (Gp, G1) tal que:
(1) Existen aplicaciones sg : G1 — Go, tg : G1 — Go e idg : Go — Gi, lamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SG(fdG(X)) = tG(idG(X)) =x, Vxé&Gp.

(2) Existe una aplicacién, llamada producto de G, ® : Gy sgXtg G1 — Gi, definida por

o(7,0) = T @ g, y una aplicacién Ag : G1 — Gy, llamada aplicacién de inversién,
tales que:
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Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Definicién

Un grupoide G es un par ordenado de conjuntos G = (Gp, G1) tal que:
(1) Existen aplicaciones sg : G1 — Go, tg : G1 — Go e idg : Go — Gi, lamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SG(fdG(X)) = tG(idG(X)) =x, Vxé&Gp.

(2) Existe una aplicacién, llamada producto de G, ® : Gy sgXtg G1 — Gi, definida por
o(7,0) = T @ g, y una aplicacién Ag : G1 — Gy, llamada aplicacién de inversién,
tales que:

(2-1) Para cada o € Gy, idg(tg(c)) ® 0 = 0 = o e idg(sc(0)).
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Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Definicién

Un grupoide G es un par ordenado de conjuntos G = (Gp, G1) tal que:
(1) Existen aplicaciones sg : G1 — Go, tg : G1 — Go e idg : Go — Gi, lamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SG(fdG(X)) = tG(idG(X)) =x, Vxé&Gp.

(2) Existe una aplicacién, llamada producto de G, ® : Gy sgXtg G1 — Gi, definida por
o(7,0) = T @ g, y una aplicacién Ag : G1 — Gy, llamada aplicacién de inversién,
tales que:

(2-1) Para cada o € Gy, idg(tg(c)) ® 0 = 0 = o e idg(sc(0)).
(2-2) Para todos (7,0) € Gi1 sgXtg Ga,

sc(T @ c) =sg(o), te(Teoc)=tg(7).
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Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Definicién

Un grupoide G es un par ordenado de conjuntos G = (Gp, G1) tal que:
(1) Existen aplicaciones sg : G1 — Go, tg : G1 — Go e idg : Go — Gi, lamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SG(fdG(X)) = tG(idG(X)) =x, Vxé&Gp.

(2) Existe una aplicacién, llamada producto de G, ® : Gy sgXtg G1 — Gi, definida por
o(7,0) = T @ g, y una aplicacién Ag : G1 — Gy, llamada aplicacién de inversién,
tales que:

(2-1) Para cada o € Gy, idg(tg(c)) ® 0 = 0 = o e idg(sc(0)).
(2-2) Para todos (7,0) € Gi1 sgXtg Ga,

sc(T @ c) =sg(o), te(Teoc)=tg(7).

(2-3) Siwe(Te0) o (weT)eo esta definido también lo esta el otroy we(Te0) = (weT)eo.
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Caso particular |

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que el producto es aso-
ciativo. Entonces tenemos un grupoide.

Definicién

Un grupoide G es un par ordenado de conjuntos G = (Gp, G1) tal que:
(1) Existen aplicaciones sg : G1 — Go, tg : G1 — Go e idg : Go — Gi, lamadas
dominio, codominio e identidad, respectivamente, cumpliendo

SG(fdG(X)) = tG(idG(X)) =x, Vxé&Gp.

(2) Existe una aplicacién, llamada producto de G, ® : Gy sgXtg G1 — Gi, definida por
o(7,0) = T @ g, y una aplicacién Ag : G1 — Gy, llamada aplicacién de inversién,
tales que:

(2-1) Para cada o € Gy, idg(tg(c)) ® 0 = 0 = o e idg(sc(0)).
(2-2) Para todos (7,0) € Gi1 sgXtg Ga,

sc(T @ c) =sg(o), te(Teoc)=tg(7).

(2-3) Siwe(Te0) o (weT)eo esta definido también lo esta el otroy we(Te0) = (weT)ec
(2-4) Para cada o € G1, (Ag(9),0) y (0, Ag(0)) pertenecen a Gy scXtg G1 Yy

)\(;(0') o0 = id(;(SG(o')), ge )\(;(0') = /d(;(t(;(o')).
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Cuasigrupoides

Nétese que un grupoide también era una categoria donde todo morfismo era un isomor-
fismo. Esto ocurre en el caso anterior ya que podemos pensar G como una categoria
con objetos |G| = Gp y para cada par de objetos x, y € Go tomamos

Homg(x,y) = {o € G1 / sg(0) =%, tg(c) =y}

Para todo objeto x, el morfismo identidad es idg(x) y ademas todo morfismo o €
Homg(x,y) es un isomorfismo ya que

Ag(0) e o = idg(x), o eAg(o)=idg(y)-
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Cuasigrupoides

Nétese que un grupoide también era una categoria donde todo morfismo era un isomor-
fismo. Esto ocurre en el caso anterior ya que podemos pensar G como una categoria
con objetos |G| = Gp y para cada par de objetos x, y € Go tomamos

Homg(x,y) = {o € G1 / sg(0) =%, tg(c) =y}

Para todo objeto x, el morfismo identidad es idg(x) y ademas todo morfismo o €
Homg(x,y) es un isomorfismo ya que

Ag(0) e o = idg(x), o eAg(o)=idg(y)-

Inversamente toda categoria pequefia que sea un grupoide se puede identificar con un
grupoide en el sentido conjuntista anterior.
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Cuasigrupoides

Un ejemplo tipico de grupoide es el grupoide ordinario (coarse) X¢ asociado a un con-
junto X. Este grupoide se define como sigue:

X8:X7 XCZXXX? S)(C(va):ya tXC(X7y):X7 idXC(X):(X7X)

(Z,X) .(X)Y) = (z,y), AXC(XaY) = (y,X).
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Cuasigrupoides

Un ejemplo tipico de grupoide es el grupoide ordinario (coarse) X¢ asociado a un con-
junto X. Este grupoide se define como sigue:

X8:X7 XCZXXX? SXC(va):ya tXC(X7y):X7 idXC(X):(X7X)

(Z,X) .(X)Y) = (z,y), AXC(XaY) = (y,X).

El grupoide discreto X? asociado a un conjunto X es otro ejemplo de grupoide donde

X§ = X, X = X, sxa(x) = txa(x) = ida (x) = Aa(x) = x

X X = X.
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Cuasigrupoides

Caso particular |1

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que Ag tiene un Gnico

elemento. Entonces tenemos un lazo con inversos o un cuasigrupo en el sentido de J.
Klim y S. Majid.

e J. Klim, S. Majid: Hopf quasigroups and the algebraic 7-sphere, J. Algebra 323
(2010), 3067-3110.
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Cuasigrupoides

Caso particular |1

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que Ag tiene un Gnico
elemento. Entonces tenemos un lazo con inversos o un cuasigrupo en el sentido de J.
Klim y S. Majid.
e J. Klim, S. Majid: Hopf quasigroups and the algebraic 7-sphere, J. Algebra 323
(2010), 3067-3110.

Definicién

Un cuasigrupo A es una terna A = (A,-,es), donde A es un conjunto dotado de un
producto - y e es un elemento de A, llamado el elemento identidad, satisfaciendo

Ea-U=U=U-€np
y con la propiedad de que para cada u € A existe u—! € A tal que

vt (u-v)=v=(v-u) vl

se cumple para todo v € A.

A\
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Cuasigrupoides

Caso particular |1

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que Ag tiene un Gnico
elemento. Entonces tenemos un lazo con inversos o un cuasigrupo en el sentido de J.
Klim y S. Majid.
e J. Klim, S. Majid: Hopf quasigroups and the algebraic 7-sphere, J. Algebra 323
(2010), 3067-3110.

Definicién

Un cuasigrupo A es una terna A = (A,-,es), donde A es un conjunto dotado de un
producto - y e es un elemento de A, llamado el elemento identidad, satisfaciendo

Ea-U=U=U-€np
y con la propiedad de que para cada u € A existe u—! € A tal que
1

vt (u-v)=v=(v-u) vl

se cumple para todo v € A.

Se puede probar que en todo cuasigrupo A, el inverso de u es nico y, dados u, v € A,

(wHt=u (u-v)7l=vl.uL
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Cuasigrupoides

Caso particular 111

Supongamos que en la definicién de cuasigrupoide asumimos que Ag tiene un tnico
elemento y que el producto es asociativo. Entonces tenemos un grupo.
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Cuasigrupoides

Definicién

Sean A, A’ cuasigrupoides. Un morfismo I' : A — A’ entre A y A’ es un par de
aplicaciones I' = (I, 1),

r0:A0—>A6, F1:A1—>A’1,

tales que

(1) Toosa =saroly,

(2) Toota =taroly,

(3) Para todo x € Ag, M1 (ida(x)) = idas(Fo(x)),

(4) Para todo (a,b) € Ay spXtp A1, T1(aeb) =T1(a)e’ I1(b).
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Cuasigrupoides

Definicién

Sean A, A’ cuasigrupoides. Un morfismo I' : A — A’ entre A y A’ es un par de
aplicaciones I' = (I, 1),

r0:A0—>A6, F1:A1—>A’1,

tales que

(1) Toosa =saroly,

(2) Toota =taroly,

(3) Para todo x € Ag, M1 (ida(x)) = idas(Fo(x)),

(4) Para todo (a,b) € Ay spXtp A1, T1(aeb) =T1(a)e’ I1(b).

Con la composicién obvia podemos definir una categoria, la categoria de cuasigrupoides,
denotada por
CGPD.

Con CGPD denotaremos la subcategoria plena de CGPD cuyos objetos son los cuasi-
grupoides finitos.
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Cuasigrupoides

Ejemplo

Sea A un cuasigrupo con producto - y sea X un conjunto. Asumamos que existe una
aplicacién 1x : A x X — X satisfaciendo las siguientes dos condiciones:

wX(eA7X):X7 Q})X(a'b,X) :¢X(31¢X(b7x)):

para todo x € X y a, b € A.
En este caso diremos que ¥ x es una accién de A sobre X. El cuasigrupoide B = (Bo, B1)
asociado a la accién ¥ x esta dado por los conjuntos Bg = X, By = AXx X y aplicaciones

S - B — Bo, sB(a,x) = X,
tg : B1 — Bo, tg(a,x) = ¥x(a,x),
idg : Bo — B1, idg(x) = (ea,x).
Entonces,
B1 sgXtg B1 = {((a,x), (b, y),) € B1 x B1 / ¥hx(b,y) = x}
y el producto esta definido por
(a,x) *(bvy) = (a : b7y)

La inversién es Ag : By — By donde Ag(a, x) = (a~1,¥x(a, x)).
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Cuasigrupoides

Como se probé en

o J.N. Alonso Alvarez, J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez: Quasi-
groupoids and weak Hopf quasigroups, J. Algebra 568 (2021), 408-436.

se pueden construir ejemplos de este tipo usando lazos Moufang de orden pequefio y el
algebra de Hopf 4-dimensional de Taft.
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Cuasigrupoides

Ejemplo

Sea A un cuasigrupo y sea X un conjunto. Denotemos por T el conjunto
T ={(a,x,y) /a€A x,y € X}.

El cuasigrupoide T = (To, T1) asociado a T esta definido por los conjuntos
To={(ea,x,x) €T}, T1=T

y aplicaciones

st:T1— To, st(a,x,y)=(ea,y,y),

tr: Tl — T07 tT(a7X7y) = (EA,X,X)7

idr : To — T1, idr(ea,x,x) = (ea, X, x).
Entonces,
T1 sTXtr T1 = {((Q:X,Y)v(b,y’ r)) €Ty X Tl}
y el producto viene dado por
(a,x,y)*(b,y,r) = (a-b,x,r).

La inversién At : Ty — T es

)‘B(37X7y) = (a_l7y7X)'
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Cuasigrupoides

Ejemplo

Sea A un cuasigrupoide, sea P un conjunto y sea w : P — Ag una aplicacién sobreyecti-
va. El cuasigrupoide P(A)™ = (P(A)§,P(A)T) esta dado por los conjuntos P(A)§ = P,

P(A)T ={(p,a,q) / (p,a,q) € P x A1 x P, 7(p) = ta(a), (q) = sa(a)}

y aplicaciones
sp(a)~ : P(A)T = P(A)g, spa)~(p,a,q) =g,

tp(A)‘zr : P(A)?l.r — P(A)g7 tp(A)rr (p7 a, q) =p,
idp(A)ﬂ 5 P(A)gr — P(A);r, fdp(A)w (p, a, q) = (p, id,r(P), p).
Entonces,
P(A)T spaynXtpayr P(A)"y ={((p, a,9), (g, b,n)) € P(A)"; x P(A)";}
y el producto viene dado por
(p,a,q) % (g, b,n) = (p,a e b,n).
La inversién Ap(ayr : P(A)T — P(A)T es

Apay~ (P, a,q) = (9, Aa(a), p).
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Ejemplo

Si X es un conjunto y L es un cuasigrupo, una accién parcial de L sobre X es una

colecciéon de subconjuntos X, u € L, de X junto con un conjunto de aplicaciones
biyectivas ¢, : X,—1 — Xy, tales que

(1) Xep = X y the, = idx.

(2) Para cada u,v € L, ¢y {(Xu N X,—1) C X(uv)-1-

(3) Six € ¥y (XuN X,—1), se cumple la identidad (1, 0 ¥y )(x) = y.u(x).
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Cuasigrupoides

Ejemplo

Si X es un conjunto y L es un cuasigrupo, una accién parcial de L sobre X es una

colecciéon de subconjuntos X, u € L, de X junto con un conjunto de aplicaciones
biyectivas ¢, : X,—1 — Xy, tales que

(]_) XeL =Xy ’(L}e’_ = idx.
(2) Para cada u,v € L, ¢y {(Xu N X,—1) C X(uv)-1-

(3) Six € ¥y (XuN X,—1), se cumple la identidad (1, 0 ¥y )(x) = y.u(x).

Noétese que si x € X, se tiene que
xep t (Xy-1) =¥ 1 (Xy-1 N X,-1).
Como consecuencia:
(Pw 0y —1)(x) =y —1(x) = the (x) = x.

Por lo tanto, w,;l =1, —1 para todo w € L.
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El cuasigrupoide T = (Tg, T1) asociado a la accién parcial esta dado por los conjuntos
To=X, T1 ={(u,x) /u€el, xe&X,-1} y aplicaciones

st:T1— To, st((u,x))=x,

tr:T1 = To, t1((u,x)) = Yu(x),
idr : To — T1, idt(x) = (eL,x).
Entonces,
T1 spXer T1 = {((v,¥), (u,x)) € T1 x T1 / u(x) =y}

y el producto sera
o: Ty sXtr T1 — T]_7

donde
(v,y) e (u,x)=(v-u,x).

la aplicacién inversa At : Ty — T esta definida por: At ((u, x)) = (u™2, 9u(x)).
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Pares emparejados de cuasigrupoides

© Pares emparejados de cuasigrupoides
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Pares emparejados de cuasigrupoides

Definicién

Sean A y H cuasigrupoides con productos e y x y con la misma base. Una accién por
la izquierda de H en A es una aplicacién @4 : Hy sypxta A1 — Az, satisfaciendo:

(1) Para todo (h,a) € H1 sxta A1, ta(pa(h, a)) = tu(h).

(2) Para todo (h,a) € Hy syxta A1, (g, h) € H1 syXty Ha,

woa(g x h,a) = palg, pa(h, a)).
(3) Para todo a € A1, pa(idn(ta(a)), a) = a.
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Sean A y H cuasigrupoides con productos e y x y con la misma base. Una accién por
la izquierda de H en A es una aplicacién @4 : Hy sypxta A1 — Az, satisfaciendo:

(1) Para todo (h,a) € Hy syxta A1, ta(pa(h, a)) = tu(h).
(2) Para todo (h,a) € Hi sxta A1, (g, h) € H1 sxey Hi,

wa(g * h,a) = oa(g, pa(h, a)).

(3) Para todo a € A1, wa(idu(ta(a)),a) = a.

Similarmente una accién por la derecha de A en H es una aplicacién
¢H 5 H]_ spXta A]_ — H;[7

satisfaciendo:
(1) Para todo (h,a) € Hy syxta A1, su(®n(h, a)) = sa(a).
(2) Para todo (h, a) € Hy sHX ta A1, (a, b) € A saX ta A1,

¢H(h7 ae b) = ¢H(¢H(h7 3)7 b),
(3) Para todo h € Hy, ¢n(h, ida(su(h))) = h.
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Definicién

Un par emparejado de cuasigrupoides es un par de cuasigrupoides (A, H) con la misma
base, con una accién por la izquerda de H sobre A, pa : Hy Xty A1 — A1, y una
accién por la derecha de A sobre H, ¢y : Hy <ty A1 — Hi, satisfaciendo las siguientes
condiciones:

(1) Para todo (h,a) € Hy syxta A1,
sa(ea(h, a)) = tu(dn(h, a)).

(2) Para todo (h,a) € Hy sypxta A1y (a,b) € A1 spXta A1,
LpA(hv ae b) = ‘pA(hv a) i (pA(¢H(h7 a)v b)

(3) Para todo (h,a) € Hy s<ta A1y (g, h) € Hi Xty Hi,

¢H(g*h: a):‘i)H(gvﬂaA(h: a))*d’H(hva)' y
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Teorema

Sea (A, H) un par emparejado de cuasigrupoides. Para todos a, b € A1, g, h € Hy para
los cuales las operaciones estan definidas, se cumple lo siguiente:

wa(h, ida(sn(h))) = ida(tu(h)),
#n(idn(ta(a)), a) = idu(sa(a)),
Aa(pa(h; @) = oa(dn(h, a), Aa(a)),
AH(dH(h, a)) = du(An(h), pa(h, a))
(bepa(h,a)) e pa(dn(h,a),a(a)) = b,
du(An(h), pa(h, a)) * (ou(h,a) x g) = g,
oa(An(Pn(h, a)), Aa(palh, a))) = Aa(a),
SH(An(PH(h, a)), Aa(pa(h, @) = Au(h),
Aa(a) @ pa(An(h), b) = oa(An(BH(h, 2)), Aa(wa(h, a)) e b),
oH(g, Aa(a)) x An(h) = dn(g * An(on(h, a)), Aa(pa(h, a))).
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Teorema

Sea (A, H) un par emparejado de cuasigrupoides. El par
A H = ((AxH)o, (AxiH)p),
donde (A< H)o = Ao, (At H)1 = Az 54Xty Hi, es un cuasigrupoide con
sapaH (@ h) = sp(h), tasqn(a, h) = ta(a), idasqn(x) = (ida(x), idu(x)),

producto
(a,8)-w(b, h) = (a e Vi(g, b), W2(g, b) x h),

donde
v H]_ suXta A]_ = A]_ saX ty H1

es la aplicacion de componentes W1 (g, b) = ©a(g, b) y V2(g, b) = ¢n(g, b), e inversién

Aas<H (8, h) = W(Au(h), Aa(a))-
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Teorema

Sea (A, H) un par emparejado de cuasigrupoides. El par
A H = ((AxH)o, (AxiH)p),
donde (A< H)o = Ao, (At H)1 = Az 54Xty Hi, es un cuasigrupoide con
sapaH (@ h) = sp(h), tasqn(a, h) = ta(a), idasqn(x) = (ida(x), idu(x)),

producto
(a,8)-w(b, h) = (a e Vi(g, b), W2(g, b) x h),

donde
v H]_ suXta A]_ = A]_ saX ty H1

es la aplicacion de componentes W1 (g, b) = ©a(g, b) y V2(g, b) = ¢n(g, b), e inversién

Aas<H (8, h) = W(Au(h), Aa(a))-

Definicién

| A

Sea (A, H) un par emparejado de cuasigrupoides. El cuasigrupoide A 1 H se llamara
cuasigrupoide doble producto cruzado de A y H.
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Teorema

Sea (A, H) un par emparejado de cuasigrupoides. Entonces, A y H son subcuasigrupoides
de A > H donde
i A= ApaH

esta definida por i = (i : Ao — (A H)o, i : A1 — (A1 H)1) con
io = idag, i1(a) = (a idn(sa(a))),
e " :H — ApaH esta dada por
H _ (H . H
= (’0 .AQ = (Al><1H)0,ll .H]_ —)(ADQH);[)

donde
io' = idag, it (g) = (ida(tn(g)), &),

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Pares emparejados de cuasigrupoides

Definicién

|

Sean A, H y B cuasigrupoides con la misma base. Asumamos que A y H son subcuasigru-
poides de B con inclusiones i* : A — B e i" : H — B satisfaciendo que /(’)\ = IO = idp,-
Sea ¢ el producto definido en B. Diremos que [A, H] es una factorizacién exacta de B,

si en el caso de que los productos involucrados estén definidos, se cumple que

(i) M(g) o (If(a) 0 iA(b)) = (M(g) o i*(a)) o IA(b),
(i) M (g) o (H(h) o ir(a)) = (M(g) o M(h)) o i*(a),
(iii) M (h) o (if(a) o iM(F)) = (T (h) o i*(a)) o M (F),
(iv) i*(c) o (iM(h) o i*(a)) = (i*(c) o M (h)) o i”(a),
(v) i*(a) o (iIf(b) 0 iM(g)) = (i"(a) o i (b)) o i (g),
(vi) iA(a) o (M(g) o iH(h)) = (if(a) o iM(h)) o M (g)

(vii) La aplicacién g = oo (i iA X i ) : A1 spXty H1 — B1 es una biyeccién.
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Teorema

Sea [A,H] una factorizacién exacta de un cuasigrupoide B. Entonces existe un par
emparejado de cuasigrupoides (A, H) y un isomorfismo de cuasigrupoides entre A < H
y B.
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Teorema

Sea [A,H] una factorizacién exacta de un cuasigrupoide B. Entonces existe un par
emparejado de cuasigrupoides (A, H) y un isomorfismo de cuasigrupoides entre A < H
y B.

Si restringimos este resultado a grupos, cuasigrupos o a grupoides, tenemos que los
correspondientes resultados de factorizaciones exactas para esos objetos algebraicos se
obtienen como casos particulares del teorema anterior.
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Ejemplo

Sea A un cuasigrupo con producto - y sea X un conjunto. Asumamos que existe una
accién de A sobre X denotada por ¢x : Ax X — X. Sea B = (Bg, B1) el cuasigrupoide
asociado a la accién vx. Sea X9 el grupoide discreto. Entonces, (X?,B) es un par
emparejado de cuasigrupoides donde

SDXd((avx)zx) :d}X(a’X)a ¢B((37X)7X) = (a,x).
En este caso el doble producto cruzado esta definido por X4 1 B, siendo

(X9aB)o =X, (X9 >aB)1 =X{ s xe5 B1,

sX"[x]B(yv (a,x)) =X, thqu(yv (a,x)) =Y, idXdNB(X) = (Xv (eAvx))v
(y7 (a,X)).w(X, (b7 t)) = (Y: (a - b, t))

Axdsag (¥ (3, %)) = (¥x(a™t, y), (a1, y)).
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