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Cuasigrupos de Hopf débiles

En esta seccién asumiremos que C es una categoria monoidal trenzada estricta con
producto tensor ®, objeto unidad K y trenza c. También asumiremos que en C todo
morfismo idempotente rompe.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Dado A un objeto de C, la terna (A, na, i1a) €s un magma unitario, si 74 : K — A
(unidad) y pa : A® A — A (producto) son morfismos en C tales que

pao (A®na) = ida = pao (na ® A).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Dado A un objeto de C, la terna (A, na, i1a) €s un magma unitario, si 74 : K — A
(unidad) y pa : A® A — A (producto) son morfismos en C tales que

pao (A®na) = ida = pa o (na ® A).
Si (A, na, a) s una magma unitario y se cumple la propiedad asociativa

a0 (A® pa) = pao (ua®A)

diremos que es un algebra.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Dado A un objeto de C, la terna (A, na, i1a) €s un magma unitario, si 74 : K — A
(unidad) y pa : A® A — A (producto) son morfismos en C tales que

pao (A®na) = ida = pa o (na ® A).
Si (A, na, a) s una magma unitario y se cumple la propiedad asociativa
pao (A® pa) = pao (a® A)

diremos que es un algebra.

Sean (A,na, a) y (B,nB, tg) magmas unitarios (algebras). Un morfismo
f:A—B
en C es un morfismo de magmas unitarios (algebras) si:

ng=fona, fopa=pgo(fefr).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Dado un objeto C en C, la terna (C,ec, d¢) es un comagma counitario con counidad
ec y comultiplicacién d¢ si

(6(_‘®C)O§(_‘=idc:(c®€c)05c
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Dado un objeto C en C, la terna (C,ec, d¢) es un comagma counitario con counidad
ec y comultiplicacién d¢ si

(6(_‘®C)O§C = idc :(C®Ec)05(;
Dado un comagma counitario (C,ec,d¢c), cuando se cumple la propiedad coaso-
ciativa
(6c® C)odc =(C®dc)odc

diremos que (C,ec,dc) es una coalgebra.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Dado un objeto C en C, la terna (C,ec, d¢) es un comagma counitario con counidad
ec y comultiplicacién d¢ si

(6(_‘®C)O§C = idc :(C®Ec)05(;
Dado un comagma counitario (C,ec,d¢c), cuando se cumple la propiedad coaso-
ciativa
(6c® C)odc =(C®dc)odc
diremos que (C,ec,dc) es una coalgebra.

Sean (C,ec,dc) y (D,ep,dp) comagmas counitarios (coalgebras). Un morfismo
f:C—D
en C es un morfismo de comagmas counitarios (coalgebras) si:

SC:&‘DOf, 6Dof:(f®f)o<55
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Dado un objeto C en C, la terna (C,ec, d¢) es un comagma counitario con counidad
ec y comultiplicacién d¢ si

(6(_‘®C)O§C = idc :(C®Ec)05(;
Dado un comagma counitario (C,ec,d¢c), cuando se cumple la propiedad coaso-
ciativa
(6c® C)odc =(C®dc)odc
diremos que (C,ec,dc) es una coalgebra.
Sean (C,ec,dc) y (D,ep,dp) comagmas counitarios (coalgebras). Un morfismo

f:C—D
en C es un morfismo de comagmas counitarios (coalgebras) si:
ec=epof, dpof=(fQf)odc.
Sea (C,ec,0¢) un (una) comagma counitario (coalgebra). Diremos que C es co-

conmutativa si
dc = cc,codc.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Si f,g : C — Ason dos morfismos entre un comagma counitario C y un magma unitario
A, f x g denota el producto dado por la convolucién

frg=pao(f®g)odc.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Sif,g : C — A son dos morfismos entre un comagma counitario C y un magma unitario
A, f x g denota el producto dado por la convolucién

frg=pao(fg)odc.

Si A, B son magmas unitarios (algebras) en C, el objeto A ® B es un magma unitario
(algebra) en C, donde

NAgB = NA @ NB

A = (1A @ up) o (A® cg.a ® B).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Sif,g : C — A son dos morfismos entre un comagma counitario C y un magma unitario
A, f x g denota el producto dado por la convolucién

frg=pao(fg)odc.

Si A, B son magmas unitarios (algebras) en C, el objeto A ® B es un magma unitario
(algebra) en C, donde
NA®B = 1A ® 1B

A = (1A @ up) o (A® cg.a ® B).

Si D, E son comagmas counitarios (coalgebras) en C, el objeto D ® E es un comagma
counitario (coalgebra) en C, donde

EDRE = ED ® EE

dpge = (D ® cp,e ® E) o (6p ® OE).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Una bialgebra no asociativa débil H en C es un magma unitario (H,ny, uy) y una
coalgebra (H,ep,d4) tal que se cumplen los siguientes axiomas:
(1) dnopn = (pH® pu) o (H® chn® H)o (64 ® dn)-
(2)  enopno(un®@H)=cyouno(H® pn)
= ((eH o pH) ® (eH o ) o (H ® oy ® H)
= ((en 0 1) ® (e 0 1)) o (H ® (e} 0 1) ® H).
(3)  (Bu®H)odyony=(H®JIy)odnony
= (H® pp ® H) o (01 0 1) @ (04 0 n1))
= (H® (1H o ¢y ) ® H) o (01 0 1) ® (81 © n))-
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Una bialgebra no asociativa débil H en C es un magma unitario (H,ny, uy) y una
coalgebra (H,ep,d4) tal que se cumplen los siguientes axiomas:
(1) dnopn = (pH® pu) o (H® chn® H)o (64 ® dn)-
(2)  enopno(un®@H)=cyouno(H® pn)
= ((eH o pH) ® (eH o ) o (H ® oy ® H)
= ((en 0 1) ® (e 0 1)) o (H ® (e} 0 1) ® H).
(3)  (Bu®H)odyony=(H®JIy)odnony
= (H® pp ® H) o (01 0 1) @ (04 0 n1))
= (H® (1H o ¢y ) ® H) o (01 0 1) ® (81 © n))-

@ Si el producto upy es asociativo, la nocién previa es la de bialgebra débil en una
categoria monoidal trenzada.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Una bialgebra no asociativa débil H en C es un magma unitario (H,ny, uy) y una
coalgebra (H,ep,d4) tal que se cumplen los siguientes axiomas:

(1) dnopn = (pH® pu) o (H® chn® H)o (64 ® dn)-
(2) enHoppo(pH®H)=eyopyo(H® un)

= ((en o pn) ® (eH o pr)) o (H ® oy ® H)

=((enopn)®(enopn))o(H® (C;j., 0 0H) ® H).
(3) (bh®H)odyony=(H®n)odnonn

= (H® pp ® H) o (01 0 1) @ (04 0 n1))

= (H® (1H o ¢y ) ® H) o (01 0 1) ® (81 © n))-

@ Si el producto upy es asociativo, la nocién previa es la de bialgebra débil en una
categoria monoidal trenzada.

o Si el producto pyy es asociativo y € y dy son morfismos de algebras, tenemos la
nocién de bialgebra en una categoria monoidal trenzada.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Una bialgebra no asociativa débil H en C es un magma unitario (H,ny, uy) y una
coalgebra (H,ep,d4) tal que se cumplen los siguientes axiomas:

(1) dnopn = (pH® pu) o (H® chn® H)o (64 ® dn)-
(2) enHoppo(pH®H)=eyopyo(H® un)

= ((en o pn) ® (eH o pr)) o (H ® oy ® H)

=((enopn)®(enopn))o(H® (C;j., 0 0H) ® H).
(3) (bh®H)odyony=(H®n)odnonn

= (H® pp ® H) o (01 0 1) @ (04 0 n1))

= (H® (1H o ¢y ) ® H) o (01 0 1) ® (81 © n))-

@ Si el producto upy es asociativo, la nocién previa es la de bialgebra débil en una
categoria monoidal trenzada.

o Si el producto pyy es asociativo y € y dy son morfismos de algebras, tenemos la
nocién de bialgebra en una categoria monoidal trenzada.

@ Si ey y oy son morfismos de magmas unitarios, tenemos la nocién de bialgebra
no asociativa en una categoria monoidal trenzada.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Un cuasigrupo de Hopf débil H en C es una bialgebra no asociativa débil H para la
que existe un endomorfismo Ay : H — H in C (llamado antipoda de H) tal que, si
denotamos por Mk, (morfismo codominio) y por Mf (morfismo dominio) los morfismos

NE = ((er 0 pr) ® H) o (H® cyn) o (31 0 ny) @ H),

NE = (H® (en 0 1m)) o (e, @ H) o (H & (81 © 1)),
se cumplen las siguientes igualdades:
(1) NE = idy * Ay
(2) MR = Ay * idy.
(3) Ay * Mk =N %Ay = Ay.
(4) pro (An® pr)o Oy ® H) = ppy o (ME @ H).
(5) wro(H® un)o(H® Xy ® H)o (6n ® H) = puy o (M ® H).
(6) pr o (kb ® An) o (H® dp) = pp o (H@ ML),
(7) pro(un®H)o(H® Ay ® H) o (H®dn) = o (H®NEF).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

@ Si el producto upy es asociativo, la nocién previa es la de algebra de Hopf débil en
una categoria trenzada introducida en:

J.N. Alonso Alvarez , J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, Weak braided

Hopf algebras, Indiana University Mathematics Journal 57, No. 5 (2008) 2423-2458.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

@ Si el producto upy es asociativo, la nocién previa es la de algebra de Hopf débil en
una categoria trenzada introducida en:

J.N. Alonso Alvarez , J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, Weak braided

Hopf algebras, Indiana University Mathematics Journal 57, No. 5 (2008) 2423-2458.

o Si el producto uy es asociativo y C = F-Vect, los cuasigrupos de Hopf débiles son
las algebras de Hopf débiles introducidas por:

G. Béhm, F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and C*-
structure, J. Algebra 221 (1999), 385-438.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

@ Si el producto upy es asociativo, la nocién previa es la de algebra de Hopf débil en
una categoria trenzada introducida en:

J.N. Alonso Alvarez , J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, Weak braided
Hopf algebras, Indiana University Mathematics Journal 57, No. 5 (2008) 2423-2458.
o Si el producto uy es asociativo y C = F-Vect, los cuasigrupos de Hopf débiles son
las algebras de Hopf débiles introducidas por:
G. Béhm, F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and C*-
structure, J. Algebra 221 (1999), 385-438.
o Si el producto upy es asociativo y la counidad £y y la comultiplicacién §y son
morfismos de algebras, tenemos la nocién de algebra de Hopf en una categoria
trenzada.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

@ Si el producto upy es asociativo, la nocién previa es la de algebra de Hopf débil en
una categoria trenzada introducida en:

J.N. Alonso Alvarez , J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, Weak braided
Hopf algebras, Indiana University Mathematics Journal 57, No. 5 (2008) 2423-2458.
o Si el producto uy es asociativo y C = F-Vect, los cuasigrupos de Hopf débiles son
las algebras de Hopf débiles introducidas por:
G. Béhm, F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and C*-
structure, J. Algebra 221 (1999), 385-438.
o Si el producto upy es asociativo y la counidad £y y la comultiplicacién §y son
morfismos de algebras, tenemos la nocién de algebra de Hopf en una categoria
trenzada.

@ Si ey y 0y son morfismos de magmas unitarios, tenemos la nocién de cuasigrupo
de Hopf en una categoria trenzada.
En el caso particular C = [F-Vect, tenemos la nocién de cuasigrupo de Hopf intro-
ducida en:
J. Klim, S. Majid, Hopf quasigroups and the algebraic 7-sphere, J. Algebra 323
(2010), 3067-3110.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién.

Un algebra de Hopf débil H en C es una bialgebra débil H para la que existe un
endomorfismo Ay : H — H in C (llamado antipoda de H) tal que, si denotamos
por M, (morfismo codominio) y por MR (morfismo dominio) los morfismos

Nk = ((er 0 pr) ® H) o (H® ci,1) o (61 0 ) © H),

Nf = (H® (en 0 um)) o (cu,u © H) o (H ® (61 © mw)),
se cumplen las siguientes igualdades:
(1) Nk = idy * Ay
(2) NE =Xy = idy.
(3) Ap* Mk =NR %Xy = Ay,
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Un cuasigrupo de Hopf H en C es un magma unitario (H,ny, puy) y una coalgebra
(H,en, ) tal que:

(1) H=(H,nH,pH,eH,OH) es una bidlgebra no asociativa.
(2) Existe un morfismo Ay : H — H en C (llamado antipoda de H) tal que:

BHOAH® pH) o (0@ H) =ey®@H = pyo(H® py)o (H® Ay ® H) o (0 ® H),

pHo(pH® H)o (HRAy ® H)o (H®6y) = H®ey = pp o (pH @ Ay) o (H®0p).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Un cuasigrupo de Hopf H en C es un magma unitario (H,ny, puy) y una coalgebra
(H,en, ) tal que:

(1) H=(H,nH,pH,eH,OH) es una bidlgebra no asociativa.
(2) Existe un morfismo Ay : H — H en C (llamado antipoda de H) tal que:
pHOo Ay @ pur)o (@ H)=ey®H = ppo(H®pp)o(H®A ® H)o (0 ® H),

pHo (pH® H)o (HRAy @ H)o (H®6H) = H®ey = pp o (pn @ An) o (H®op)

<

Nétese que las anteriores igualdades implican que

Ay *idy = ey @ My = idy * Ay.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Un algebra de Hopf H en C es un algebra (H,ny, uy) y una codlgebra (H,ey,dy) tal
que:

(1) H=(H,nH, tH,EH,0H) es una bialgebra.
(2) Existe un morfismo Ay : H — H en C (llamado antipoda de H) tal que:

Ay * idy = ey @y = idy * Ay.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

@ En la categoria Set los cuasigrupos de Hopf son los (lazos con inversos) cuasigrupos
en el sentido de J. Klim y S. Majid.
J. Klim, S. Majid: Hopf quasigroups and the algebraic 7-sphere, J. Algebra 323 (2010),
3067-3110.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

@ En la categoria Set los cuasigrupos de Hopf son los (lazos con inversos) cuasigrupos
en el sentido de J. Klim y S. Majid.
J. Klim, S. Majid: Hopf quasigroups and the algebraic 7-sphere, J. Algebra 323 (2010),
3067-3110.

o En la categoria Set las algebras de Hopf son los grupos.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:

(i) Nk ony =ny =NEony.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Nk ony =ny =NEony.

(ii) aHoI'I;-_,:aH :aHoﬂf,.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Nk ony =ny =NEony.
(i) eno I'I;-_, —ey=€yo I'Ifl.

(i) ML« idy = idy « NE = idy.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) N oy =nu = NE ony.

(i)

(i) ML« idy = idy « NE = idy.

(iv)

aHoﬂh:aH:aHoﬂf,.

El morfismo antipoda es Gnico.

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Nk ony =ny =NEony.
(if)
(i) ML« idy = idy « NE = idy.
(iv) El morfismo antipoda es anico.
)

(v

aHoﬂh:aH:aHoﬂf,.

AH O NH = NH-
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:

(i) N oy =nu = NE ony.
(i) eno I'I;'_, —ey=¢€yo I'Ifl.
(i) ML« idy = idy « NE = idy.
(iv) El morfismo antipoda es anico.
)
)

(v

(vi

AH O MH = NH-
EHOAH = EH-
y

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Nk ony =ny =NEony.

) aHoI'Iﬁ-_,:aH:aHol'lfl.

) ML« idy = idy * NE = idy.

(iv) El morfismo antipoda es anico.

) AHONH = 1H-

) eHOAH = EH-

Para todo cuasigrupo de Hopf débil también podemos definir los siguientes morfismos:

M5 = (H® (e 0 ) o (61 0 my) ® H) : H — H,

Tl = ((ew o um) @ H) o (H® (S 0 ) : H — H.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

A e VAL . =L =R .
Sea H una bialgebra no asosciativa débil. Los morfismos Mk, N&, My y M son idem-
potentes.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

5z g np 200 . —=L =R .
Sea H una bialgebra no asosciativa débil. Los morfismos I'I,L_,, ﬂﬁ, My y My son idem-
potentes.

Teorema

| N

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
() o (H@NE) = ((en 0 py) ® H) o (H® cu,u) o (51 @ H).

(i) (NE ® H) = (H® (en o ) 0 (e, @ H) o (H @ 8n).
(ii)) o (H®Ty) = (H® (e © ) 0 (6 ® H).

(V) 0 (g ® H) = (1 © 1) ® H) 0 (H ® 1),

KH o
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

5z g np 200 . —=L =R .
Sea H una bialgebra no asosciativa débil. Los morfismos I'I,L_,, ﬂﬁ, My y My son idem-
potentes.

v
Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
() o (H@NE) = ((en 0 py) ® H) o (H® cu,u) o (51 @ H).
(if) (NE ® H) = (H® (en o ) 0 (e, @ H) o (H @ 8n).
(iii) e o (H®TIg) = (H® (4 0 i) o (31 @ H).
(V) 0 (g ® H) = (1 © 1) ® H) 0 (H ® 1),
(v) (H®NE)ody = (un ® H) o (H® cn,p) o (81 0 1) @ H).
)
)
)

KH o

(vi) (N ® H)ody = (H® ) o (cH,n ® H) o (H® (84 ©nu)).
(vii) (Mg ® H) 0 8 = (H ® i) o (81 0 i) ® H).
(H®T) 081 = (un ® H) o (H ® (8 0 n)).

(viii
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(@) 5 ol = & Aol =
) Ty ont =Ty, Myonk =nt.
=L =L —R
(i) NR oMy =My, NRoM,=nk.
)

=L =R =R
MyoNR=nk TMyonNk ="}
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:

(@) 5 ol = & Aol =

(i) Tigont =Ty, Ty oMk =nk.
(iii) NR oTiy =My, NRoMy =nNEk.
(iv) o NR =NR, Tifonk =Tiy.

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) I'IL o/\H:rIL oI'If,:AHol'IZ,

(i) MR oAy =NEoNk =Xy ok,
(iii) ML, =I5 0 Ay = Ay o Ty,
(i )I_IR—l_IHo)\H—)\HOI_IH.

A\
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Nf o pp o (H®NE) =N o pp,
(it) N o py o (Nf ® H) =NF o up,
(i) (H®MNkE)oéyoNk =6y 0Mk,
(iv) (MR ® H) oy 0Nk =6y oMK,
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Mk opyo(H®NL) =1k o ppy,
(i) MBopyo (NE @ H) =NF opupy,
(i) (H® ML) ody 0Nk =6 0Nk,
(iv) (MR ® H) oy 0Nk =6y oMK,

(vi nHO#HO( 5®H):”HOMH,

(vii) (MR @ H) o 84 o Ty = 8 o Ty,

(viii

) n
)
)
(v) HOﬂHO(H®n )—HHONHy
)
)
)

(H®ﬂ )odHol_IH—JHol'IH
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
() pro(pn®H)o(H® (M @ H)odn)) = pw = pr o (py @ NE) o (H @ é4),
(i) pr o (N @ pr) o (6y ® H) = pr = pr o (H® (uy o (N§ ® H))) 0 (51 ® H),

(i) pr o (An ® (pr o (M @ H))) 0 (64 ® H) = py o (An @ H)
= py o (M & (uy o (An ® H))) o (5 @ H),

(iv) pHo (pH ® H) o (H® (Aw ® ML) 0 6y)) = py o (H® Ap)
= pr o (py ® H) o (H® ((N§ ® An) 0 6r)).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
() v o (Ml ® M) = 0 7%, 0 (M ® ME),

(i) (N% ®NR) o by = (Nk @NR)o ey} 0dm,

(i) ppo (nf; ® I'Ih) = [H © CH,H © (I'Iﬁ ® |'|,L4)7

(iv) (I'Iﬁ ® I'Ib) 00y = (I'IE ® |_|,L4) O CH,H © OH.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) pro (N ®NE) = puocyi o (M} ®NF),

(i) (N% ®NR) o by = (Nk @NR)o ey} 0dm,

(i) ppo (HZ ® n,@) = [H © CH,H © (I'Iﬁ ® |'|,L4),

(iv) (I'Iﬁ ® I'Ib) 00y = (I'If, ® |_|,L4) O CH,H © OH.

Teorema

| A

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. El morfismo antipoda de H es antimultiplicativo y
anticomultiplicativo. Esto es:

AH O pH = fiH © CH,H © (AH ® AH),

OHO Ay = ()\H (024 /\H) O CH,H 0 0y-
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil. Sea H;, = lm(l'll’;,) ysean pp : H = H, e
ip : HE — H los morfismos tales que ﬂ,L_l =i opLy pLo i = idy, . Entonces,

i Ou
H — H H®H
(HeNk)ody

Y

Y

es un diagrama igualador y
IH

N PL
H®H H ——— H
—

prHo (H® ML)

es un diagrama coigualador.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil. Sea H;, = lm(l'll’;,) ysean pp : H = H, e
i : H. — H los morfismos tales que ﬂ,L_l =i opLy pLo i = idy, . Entonces,

i Ou
H — H H®H
(HeNk)ody

Y

Y

es un diagrama igualador y
IH

N PL
H®H H ——— H
—

prHo (H® ML)

es un diagrama coigualador.

Como consecuencia, (Hbr]HL = PLONH, bH, = pLoy,HO(fL®iL)) es un magma unitario
en C. Por otro lado,

(Hi,eH, = €n 0L, 0 = (pL ® pL) 0 O 0 L)

es una coalgebra en C.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil. Se cumplen las siguientes identidades:

pr o ((pH o (i ® H)) ® H) = pp o (it ® pn),
pHo (H® (pro (it ® H))) = pro ((pn o (H®iL)) ® H),
pH o (H® (pr o (H®ir))) = pr o (up ® iL).

Como consecuencia H; es un algebra en C.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil. Se cumplen las siguientes identidades:
p o ((pr o (it @ H)) ® H) = pp o (i ® pr),
pH o (H® (py o (it ® H))) = pr o ((pr o (H® L)) ® H),

pH o (H® (pr o (H®ir))) = pr o (up ® iL).

Como consecuencia H; es un algebra en C.

Si Hg = /m(nﬁ), tenemos propiedades similares y, por lo tanto, Hg es un algebra en C.
o (w0 (ir ® H)) ® H) = piy o (ir @ pin),

pr o (H® (pr o (ir ® H))) = pr o ((pr o (H® ig)) ® H),
o (H® (ph o (H® iR))) = pr o (k1 ® iR).-
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Sean H y H’ cuasigrupos de Hopf débiles. Diremos que un morfismo f : H — H’ en C
es un morfismo de cuasigrupos de Hopf débiles si es un morfismo de coalgebras tal que

Nk of =fonk,
ﬁb/ of =f oﬁb,
I'If,,ol'lﬁ'_,,of:fol'lﬁol'lL,
fopuy=py o(f®f)oVy,
donde Vi : H® H — H ® H es el morfismo idempotente definido por

Vi = (H® (py o (NF @ H))) o (y ® H).
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Sean H y H’ cuasigrupos de Hopf débiles. Diremos que un morfismo f : H — H’ en C
es un morfismo de cuasigrupos de Hopf débiles si es un morfismo de coalgebras tal que

Nk of=rfong,

ﬁb/of:foﬁb,
I'If,,ol'lﬁ'_,,of:fol'lﬁol'lL,

fopun=pp o(f®F)oVy,

donde Vi : H® H — H ® H es el morfismo idempotente definido por

Vi = (H® (py o (NF @ H))) o (y ® H).

o La definicién anterior esta inspirada en la introducida en

G. Béhm, J. Gémez-Torrecillas, E. Lopez Centella: On the category of weak bialge-
bras, J. Algebra 399 (2014), 801-844.

para algebras de Hopf débiles.
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Cuasigrupos de Hopf débiles

Sean H y H’ cuasigrupos de Hopf débiles. Diremos que un morfismo f : H — H’ en C
es un morfismo de cuasigrupos de Hopf débiles si es un morfismo de coalgebras tal que

Nk of =fonk,

ﬁb/of:foﬁb,
rlf,,oﬂ;'_,,of:fol'IZOFIL,

fopuy=py o(f®f)oVy,

donde Vi : H® H — H ® H es el morfismo idempotente definido por

Vi = (H® (py o (NF @ H))) o (y ® H).

o La definicién anterior esta inspirada en la introducida en

G. Béhm, J. Gémez-Torrecillas, E. Lopez Centella: On the category of weak bialge-
bras, J. Algebra 399 (2014), 801-844.

para algebras de Hopf débiles.

Con CGHD denotaremos la categoria de cuasigrupos de Hopf débiles.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

© Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Sea H una bialgebra no asociativa débil. Se definen los Q-morfismos como:
Qf = (un ® H) o (H® Ny ® H) o (H® 1),
QL = (uy ® H) o (H® NE ® H) o (H® &p),
0} = (H® un) o (HE® N ® H) o (5u ® H),

Q% = (H® n) o (H®NE & H) o (3 & H).
Estos morfismo son idempotentes y, como consecuencia, existen objetos H><1H, H><,1?H,
H x2 H, H x2 H y morfismos

gt :H®H = Hx{ H, jl:Hx]H—H®H,

gr H®H - HxLH, jh:HxLH—H®H,

G HRH = Hx?H, j2:Hx?H—>H®H,

g2 H®H > Hx%H, j2:Hx%H - HQ®H,
tales que, para 0 € {L,R} y o € {1,2},

Jo opy =g, pg5ojy =idyxap.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil.

(i) Los diagramas (pHo(H® i) ®H q*
HOH ®H % HoH—— HxlH
H® (1 o (i ® H))
Y (1 0 (H® ir)) © H 2
HeHrR@H 7 HRH—— Hx%H

H® (o (ir ® H))
son coigualadores.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil.

(i) Los diagramas (pHo(H® i) ®H q*
HOH ®H % HoH—— HxlH
H® (1 o (i ® H))
Y (1 0 (H® ir)) © H 2
HeHrR@H 7 HRH—— Hx%H

H® (pn o (ir @ H))

son coigualadores.
(ii) Los diagramas

2

(H®pL)odn)®@H

Ji
Hx?H ——+H®H

“"H®H, ®H

i1

H® ((pL ® H) 0 6n)
((H® pr)odn) ® H

1 IR
HxLH-—" +HeH

CHRH @ H

son igualadores.

H® ((pr ® H) 0 dp)
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Definicién

Sea H un magma unitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H® H es:
o H-cuasilineal por la izquierda, si ¢ = (uy ® H) o (H® ¢) o (H @ ny ® H).
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Definicién

Sea H un magma unitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H® H es:
o H-cuasilineal por la izquierda, si ¢ = (uy ® H) o (H® ¢) o (H @ ny ® H).
@ H-cuasilineal por la derecha, si ¢ = (H® pup)o (¢ ® H) o (HRny @ H).
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Sea H un magma unitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H® H es:
@ H-cuasilineal por la izquierda, si ¢ = (uy ® H) o (H® ¢) o (H® ny ® H).
o H-cuasilineal por la derecha, si ¢ = (H® pp) o (¢ ® H) o (H® ny @ H).

Sea H un comagma counitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H ® H es:
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Sea H un magma unitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H® H es:
@ H-cuasilineal por la izquierda, si ¢ = (uy ® H) o (H® ¢) o (H® ny ® H).
o H-cuasilineal por la derecha, si ¢ = (H® pp) o (¢ ® H) o (H® ny @ H).

Sea H un comagma counitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H ® H es:
@ H-cuasicolineal por la izquierda, si ¢ = (H® ey @ H) o (H® ¢) o (6n @ H),

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Sea H un magma unitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H® H es:
@ H-cuasilineal por la izquierda, si ¢ = (uy ® H) o (H® ¢) o (H® ny ® H).
o H-cuasilineal por la derecha, si ¢ = (H® pp) o (¢ ® H) o (H® ny @ H).

Sea H un comagma counitario. Diremos que un morfismo ¢ : H® H - H ® H es:
@ H-cuasicolineal por la izquierda, si ¢ = (H® ey @ H) o (H® ¢) o (6n @ H),
o H-cuasicolineal por la derecha, si ¢ = (H® ey ® H) o (¢ @ H) o (H ® 0n).
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H un magma unitario y comagma counitario.

(i) El morfismo de Galois por la derecha, dado por

B = (tn ® H) o (H® dn),

es H-cuasilineal por la izquierda y H-cuasicolineal por la derecha.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H un magma unitario y comagma counitario.

(i) El morfismo de Galois por la derecha, dado por

B = (tn ® H) o (H® dn),

es H-cuasilineal por la izquierda y H-cuasicolineal por la derecha.

(if) El morfismo de Galois por la izquierda, dado por
¥ =(H® pn)o (6w ® H),

es H-cuasilineal por la derecha y H-cuasicolineal por la izquierda.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H un magma unitario y comagma counitario.

(i) El morfismo de Galois por la derecha, dado por

B = (un @ H) o (H® dp),
es H-cuasilineal por la izquierda y H-cuasicolineal por la derecha.
(if) El morfismo de Galois por la izquierda, dado por
v = (H® pn) o (04 ® H),

es H-cuasilineal por la derecha y H-cuasicolineal por la izquierda.

(iii) Los morfismos Q} y QF son H-cuasilineales por la izquierda y H-cuasicolineales
por la derecha.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H un magma unitario y comagma counitario.

(i) El morfismo de Galois por la derecha, dado por

B = (tn ® H) o (H® dn),

es H-cuasilineal por la izquierda y H-cuasicolineal por la derecha.

(if) El morfismo de Galois por la izquierda, dado por
¥ =(H® pn)o (6w ® H),

es H-cuasilineal por la derecha y H-cuasicolineal por la izquierda.

(iii) Los morfismos Q} y QF son H-cuasilineales por la izquierda y H-cuasicolineales
por la derecha.

(iv) Los morfismos Q% y Qﬁ, son H-cuasilineales por la iderecha y H-cuasicolineales
por la izquierda.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H un magma unitario y comagma counitario.

(i) El morfismo de Galois por la derecha, dado por

B = (tn ® H) o (H® dn),

es H-cuasilineal por la izquierda y H-cuasicolineal por la derecha.

(if) El morfismo de Galois por la izquierda, dado por
¥ =(H® pn)o (6w ® H),

es H-cuasilineal por la derecha y H-cuasicolineal por la izquierda.

(iii) Los morfismos Q} y QF son H-cuasilineales por la izquierda y H-cuasicolineales
por la derecha.

(iv) Los morfismos Q% y Qﬁ, son H-cuasilineales por la iderecha y H-cuasicolineales
por la izquierda.

También podemos llamar a 8 y v morfismos de fusién. )
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Noétese que, si H es un cuasigrupo de Hopf débil, podemos expresar los Q2-morfismos
como composiciones de los morfismos de fusién de la siguiente manera:

Qr=BoB, Qr=poB, Q=707 QF=7Fo7,

donde _
B=(pn®H)o(HRAy® H)o (H®n)

= (H® un) o (H® Ay @ H) o (35 ® H).
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Noétese que, si H es un cuasigrupo de Hopf débil, podemos expresar los Q2-morfismos
como composiciones de los morfismos de fusién de la siguiente manera:

Qr=BoB, Qr=poB, Q=707 QF=7Fo7,

donde

B=(pn®@H)o(H® Ay ®H)o(H®n)

¥=(H®pn)o(H® Ay ® H)o (64 @ H).
Ademas, si el cuasigrupo de Hopf débil H es un cuasigrupo de Hopf,
=L =R
Ny =Nk =My =N =ey@nn

y entonces los Q-morfismos son identidades. Como consecuencia, en este caso,
tenemos que los morfismos de fusién 8 y v son isomorfismos con inversos 8y 7,
respectivamente.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) H es un cuasigrupo de Hopf débil.

(if) Los morfismos
f=gqhoBojl:HxiH—HxkLH

g:qfo'yojfz?:HX%,HﬁHX%H

son isomorfismos, el morfismo _]2 of~lo q}? es H-cuasilineal por la izquierda y el

morfismo j2 o0 g1 0 g7 es H-cuasilineal por la derecha.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Teorema

Sea H una bialgebra no asociativa débil. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) H es un cuasigrupo de Hopf débil.

(if) Los morfismos
f=gqhoBojl:HxiH—HxkLH

g:qfo'yojfz?:HX%,HﬁHX%H

son isomorfismos, el morfismo _]2 of~lo q}? es H-cuasilineal por la izquierda y el

1

morfismo j2 o0 g1 0 g7 es H-cuasilineal por la derecha.

Demostracion

(i)= (i)
Ay =(H®en)ojl of togro(ny®H)
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Corolario

Sea H una bialgebra no asociativa. Entonces H es un cuasigrupo de Hopf si, y sélo
si, los morfismos de fusién B y v son isomorfismos con inversos H-cuasilineales por la
izquierda y H-cuasilineales por la derecha, respectivamente.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Corolario

Sea H una bialgebra no asociativa. Entonces H es un cuasigrupo de Hopf si, y sélo
si, los morfismos de fusién B y v son isomorfismos con inversos H-cuasilineales por la
izquierda y H-cuasilineales por la derecha, respectivamente.

o Este resultado (llamado Primer Teorema Fundamental) fue probado por T. Brze-
zinski para cuasigrupos de Hopf en F-Vect en

T. Brzezifiski, Hopf modules and the fundamental theorem for Hopf quasigroups,
Internat. Elec. J. Algebra 8 (2010), 114-128.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Corolario

Sea H una biagebra débil. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) H es un algebra de Hopf débil.
(if) El morfismo
f=gqhoBojl:HxiH—HxLH
es un isomorfismo.
(ii) El morfismo
g:qfo*yojf%:HX%,H—)HXEH

es un isomorfismo.
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Cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos de Galois

Sea H una biagebra débil. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) H es un algebra de Hopf débil.
(if) El morfismo
f=qgroBojl :Hx} H—HxyH
es un isomorfismo.

(ii) El morfismo
g:qfo*yojf%:HX%,H—)HXEH

es un isomorfismo. )

o Este resultado fue probado por P. Schauenburg para algebras de Hopf débiles en
F-Vect en:
P. Schauenburg, Weak Hopf algebras and quantum groupoids, Noncommutative geo-
metry and quantum groups (Warsaw, 2001), 171-188, Polish Acad. Sci., Warsaw,
(2003).
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Caracterizacién en F-Vect

Caracterizacién en F-Vect

© Caracterizacion en F-Vect
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Caracterizacién en F-Vect

A lo largo de esta seccién F sera un cuerpo. Si no se especifica lo contrario, mag-
mas, algebras, coalgebras, cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos se entenderd que
pertenecen a la categoria [F-Vect.
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Caracterizacién en F-Vect

A lo largo de esta seccién F sera un cuerpo. Si no se especifica lo contrario, mag-
mas, algebras, coalgebras, cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos se entenderd que
pertenecen a la categoria [F-Vect.

Si C es una coalgebra, usaremos la notacién de Heyneman-Sweedler §¢(c) = c1) ® ¢(2)
donde se ha suprimido el simbolo de sumatorio. Teniendo en cuenta esto, C es una
coalgebra si, para todo ¢ € C se tiene que:

Ca)(1) ® 1)) ® G2) = 1) ® 2)(1) ® F2)(2)

ec(ca))ez) = ¢ = quyec(ce)),
Noétese que en la segunda igualdad identificamos Ec(C(l)) ® ¢(2) con el elemento de C
dado por ac(c(l))c(z) usando la restricciéon de unidad por la izquierda Ic : F® C — C

(similarmente, ¢(1) ® ec(c2)) se identifica con ¢(1)ec(c(2)) usando la restriccion de
unidad por la derecha rc : C® K — C).
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Caracterizacién en F-Vect

A lo largo de esta seccién F sera un cuerpo. Si no se especifica lo contrario, mag-
mas, algebras, coalgebras, cuasigrupos de Hopf débiles y morfismos se entenderd que
pertenecen a la categoria [F-Vect.

Si C es una coalgebra, usaremos la notacién de Heyneman-Sweedler §¢(c) = c1) ® ¢(2)
donde se ha suprimido el simbolo de sumatorio. Teniendo en cuenta esto, C es una
coalgebra si, para todo ¢ € C se tiene que:

Ca)(1) ® 1)) ® G2) = 1) ® 2)(1) ® F2)(2)

ec(ca))ez) = ¢ = quyec(ce)),

Noétese que en la segunda igualdad identificamos Ec(C(l)) ® ¢(2) con el elemento de C
dado por ac(c(l))c(z) usando la restricciéon de unidad por la izquierda Ic : F® C — C
(similarmente, ¢(1) ® ec(c2)) se identifica con ¢(1)ec(c(2)) usando la restriccion de
unidad por la derecha rc : CR K — C).

Un morfismo de coalgebras f : C — D es una aplicacién lineal tal que ep(f(c)) = ec(c)
y

f(c)a) ® f(c)2) = flcu)) ® fcz))-
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Caracterizacién en F-Vect

Si A es un magma unitario y C es una coalgebra, para dos morfismos f,g: C — A, se
define el producto convolucién de f y g, denotado por

fxg:C— A,

como

(f xg)(c) = f(cu))e(c))-
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Caracterizacién en F-Vect

Si A es un magma unitario y C es una coalgebra, para dos morfismos f,g: C — A, se
define el producto convolucién de f y g, denotado por

fxg:C— A,

como

(f xg)(c) = f(cu))e(c))-

Si S es un conjunto, con F[S] denotaremos el F-espacio vectorial con base S, i.e.,
F[S] = @ Fs.
seS

Este espacio vectorial tiene una estructura de coalgebra dada por

opisi(s) =s®s,  eps)(s) = k.

La coalgebra F[S] se llamara la coalgebra de tipo grupo de S.
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Caracterizacién en F-Vect

Definicién

Sea C una coalgebra. Un elemento ¢ € C se dira que es de tipo grupo si:

dc(s) =s®s.
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Caracterizacién en F-Vect

Sea C una coalgebra. Un elemento ¢ € C se dira que es de tipo grupo si:
dc(s) =s®s.
”
Si s es un elemento de tipo grupo
ec(s) = 1.
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Caracterizacién en F-Vect

Definic

Sea C una coalgebra. Un elemento ¢ € C se dira que es de tipo grupo si:

dc(s) =s®s.

Si s es un elemento de tipo grupo

ec(s) = 1.

En lo que sigue denotaremos por

G(C)

el conjunto de elementos de tipo grupo de C.
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Caracterizacién en F-Vect

Definicién

Sea C una coalgebra. Un elemento ¢ € C se dira que es de tipo grupo si:

dc(s) =s®s.

Si s es un elemento de tipo grupo

ec(s) = 1.

En lo que sigue denotaremos por

G(C)

el conjunto de elementos de tipo grupo de C.

Es bien conocido que G(C) es un conjunto linealmente independiente y, si S es un
conjunto, G(F[S]) = S. J
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Caracterizacién en F-Vect

Definicién

Diremos que una coalgebra es punteada si sus subcoalgebras simples son de dimensién
uno.
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Caracterizacién en F-Vect

Definicién

Diremos que una coalgebra es punteada si sus subcoalgebras simples son de dimensién
uno.

Teorema

Una coalgebra C es punteada si, y sélo si, su coradical Cp (la suma de todas las
subcoalgebras simples de C) es la coalgebra de tipo grupo de G(C), i.e., Co = F[G(C)].
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Caracterizacién en F-Vect

Definicién

Diremos que una coalgebra es punteada si sus subcoalgebras simples son de dimensién
uno.

Teorema

Una coalgebra C es punteada si, y sélo si, su coradical Cp (la suma de todas las
subcoalgebras simples de C) es la coalgebra de tipo grupo de G(C), i.e., Co = F[G(C)].

Definicién

Una coalgebra C se dice cosemisimple si C = Cp.
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Caracterizacién en F-Vect

Definicién

Diremos que una coalgebra es punteada si sus subcoalgebras simples son de dimensién
uno.

Teorema

Una coalgebra C es punteada si, y sélo si, su coradical Cp (la suma de todas las
subcoalgebras simples de C) es la coalgebra de tipo grupo de G(C), i.e., Co = F[G(C)].

Definicién

Una coélgebra C se dice cosemisimple si C = Cp.

Teorema

Sea C una coalgebra. Entonces es punteada y cosemisimple si, y sélo si, C = F[G(C)].
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Caracterizacién en F-Vect

Definicién

Un cuasigrupo de Hopf débil en F-Vect es K-espacio vectorial H tal que es un magma
unitario con producto py(h ® g) = hg y unidad 1 y una coalgebra con coproducto dy

y counidad ey, satisfaciendo las siguientes propiedades para todos h, k, | € H:

(1) (hk)@) @ (hk)(2) = hayka) ® h2)ke)-

(2) en((hk)I) = en(h(kl)) = en(hke))en(ke)!) = en(hkz))en(ka)!)-

(3) 10) @ 1) ® L3 = 1) ® 1z)la) @ L) = 1) ® 1anle) ® Lz

(4) Existe una aplicacién lineal Ay : H — H (llamada antipoda de H) tal que, si
I'ILH : H — H es la aplicacién F-lineal definida por I'I,L4 = idy * Ay (morfismo
codominio) y I'If, : H — H es la aplicacién F-lineal dada por I'IZ = Ay * idy
(morfismo dominio), tenemos las siguientes igualdades:

(4-1) Nk(h) = en(1ayh)le).

(4-2) Nf(h) = €H(h1(z))1(1)-

(4-3) )\H_)\H*I'I _I'IH*AH

(4-4) An(hea))(hz)k) = N (h)k.

(4-5) h(l)(/\H(h<z))’<) = M (k.

(4-6) (hkay)An(k) = hMf (k).

) =

(4-7) (h/\H(ku))) @) = ANE(K).
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Caracterizacién en F-Vect

Dado un cuasigrupo de Hopf débil H, en lo que sigue denotaremos Im(I'IIL_,) como H;

y, de la misma forma, Im(I'IZ) como Hgr. Como sabemos ambos objetos son algebras
donde

L = I'I,L_,(l) =1, ppy = ﬂLH opH, 1y = I'If,(l) =1, py, = ﬂﬁ o UH-

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Caracterizacién en F-Vect

Dado un cuasigrupo de Hopf débil H, en lo que sigue denotaremos Im(I'I,L_,) como H;
y, de la misma forma, Im(I'IZ) como Hgr. Como sabemos ambos objetos son algebras
donde

=N =1, pw, =Ngopy, 1, =NFA)=1, pp, =NFo0puu.

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Las algebras Hr y H; son separables, finito dimen-
sionales y semisimples.

—
ag
=
o
\
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Caracterizacién en F-Vect

Dado un cuasigrupo de Hopf débil H, en lo que sigue denotaremos Im(I'I/L_,) como H;
y, de la misma forma, Im(I'IZ) como Hgr. Como sabemos ambos objetos son algebras
donde

1HL = I'I,L_,(l) = ]., 'U'HL = HLH O UH, ]‘HR = I'If,(l) = 1, :U'HR = ﬂﬁ O UH.

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Las algebras Hr y H; son separables, finito dimen-
sionales y semisimples.

Demostracién

En este caso Hg es separable si, y sélo si, existe un elemento en e € HE = Hr ® H;p
tal que ppy(e) =1y Je = 0 donde J es el ideal de H generado por h® 1 —1® h.
Tomamos:
R R
e = I'IH(l(l)) ® (I_IH [e] AH)(]-(Z))

Como Hg es separable en F-Vect, resulta finito dimensional y semisimple.

A\
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

Sea F un cuerpo y sea L = (Lo, L1) un cuasigrupoide finito. El magma del cuasigrupoide
F[L] definido por F[L] = F[L1] es un cuasigrupo de Hopf débil donde la unidad

1= Z id(x),
x€Lo

el producto
Teo, si (1,0) € Ly Xy L1,
pEL (T ® 0) =
0, si (1,0) ¢ L1 ¥y L1,

la counidad gy (o) = 1, el coproducto dgyj(0) = 0 ® o y el morfismo antipoda
gL () = A(o).

Es maés,

/m(n;[L]) = /m(n{;[L]) =< {id(x) / x € Lo} > .
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

Sea F un cuerpo y sea ' = ([g,M1) : L — L’ un morfismo de cuasigrupoides finitos. La
aplicacién lineal F[] : F[L] — F[L’], dada por

F[M](o) = T1(0),

es un morfismo de cuasigrupos de Hopf que denotaremos por F[I].
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

Sea F un cuerpo y sea ' = ([g,M1) : L — L’ un morfismo de cuasigrupoides finitos. La
aplicacién lineal F[] : F[L] — F[L’], dada por

F[r](o) = T1(0),

es un morfismo de cuasigrupos de Hopf que denotaremos por F[I].

| N

Teorema

Existe un funtor
F : CGPD — CGHD

definido en objetos por F(L) = F[L] y en morfismos por F (') = F[I].

\
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Caracterizacién en F-Vect

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea G(H) el conjunto de elementos de tipo grupo
de H como coalgebra. J
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Caracterizacién en F-Vect

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea G(H) el conjunto de elementos de tipo grupo
de H como coalgebra. J

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea t € H tal que dy(t) = t ® t. Se cumplen las
siguientes igualdades:

(i) Nk ()t = Tig(e)e = NR(¢) = i(¢) = t
(ii)
(iii) &
(iv) (I'IL o I'IR)(t) = I'IR(t) (I‘IR oI'IL)(t) I'I,L_,(t).
(v) Nk (e) = Tg(e), NE(t) = Ma(e).
(vi) Su(Tir () = TTH(t) @ TiR(), Sn(TTn(t)) = Th(t) ® TTh(L).
)
)
x)

Los elementos ME (t), I'IH(t) R(t)y ﬁﬁ(t) son idempotentes.
H(ME(1) = NE(1) @ NE(r), ou(NF(t)) = NE(t) ® NE(L).

(vii) (M o An)(t) = NE(t) = Aw o ME)(8), (M 0 An)(t) = My (t) = (Aw o M)(2).
(viii) (A2, 0 NL)(e) = Nk (2) = (M 0 A2)(8), (A2 0 NR)(t) = NR(£) = (MR 0 X2)(1).
(i

A2 (1) =t

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Caracterizacién en F-Vect

Corolario

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Si g € H es un elemento de tipo grupo de H,
también lo son M (g), NE(g) y Au(g).
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Caracterizacién en F-Vect

Corolario

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Si g € H es un elemento de tipo grupo de H,
también lo son I'I’;,(g), I'If,(g) y Au(g)-

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. La cardinalidad de
G(H) N Hg

es finita.
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Caracterizacién en F-Vect

Corolario

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Si g € H es un elemento de tipo grupo de H,
también lo son I'Ib(g), I'If,(g) y Au(g)-

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. La cardinalidad de
G(H) N Hg

es finita.

Demostracién

Sabemos que los elementos de tipo grupo forman un sistema libre y ademas Hp es finito
dimensional. Por lo tanto, la cardinalidad de G(H) N Hg es finita.
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. El par ordenado de conjuntos

T(H) = (T(H)o, T(H)1),

T(H)o = G(H)NHgr, T(H)1 = G(H),
es un cuasigrupoide finito donde las aplicaciones domino, codominio e identidad
5 T(H)l — T(H)o, t: T(H)l — T(H)o, i0 : T(H)o — T(H)l,

estan dadas por
s(g) = Nfe), t(g) =MNile), i(r)=r,

el producto

* I T(H)l Xt T(H)l = T(H)l
esta definido por hxg = py(h®g), y la aplicacién de inversion A : T(H)1 — T(H)1 es

Ag) = An(g)-

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Caracterizacién en F-Vect

Theorem

Sea f : H — H’ un morfismo de cuasigrupos de Hopf débiles. El par
T(f) = (T(fo, T(F)1),

donde
T(f)o 8 T(H)o = T(Hl)o, T(f)]_ 5 T(H)]_ = T(H/)]_

son las aplicaciones dadas por T(f)o(r) = f(r) y T(f)1(g) = f(g), es un morfismo de
cuasigrupoides entre T(H) y T(H").

<
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Caracterizacién en F-Vect

Theorem

Sea f : H — H’ un morfismo de cuasigrupos de Hopf débiles. El par
T(f) = (T(fo, T(F)1),

donde
T(f)o 8 T(H)o = T(Hl)o, T(f)]_ 5 T(H)]_ = T(H/)]_

son las aplicaciones dadas por T(f)o(r) = f(r) y T(f)1(g) = f(g), es un morfismo de
cuasigrupoides entre T(H) y T(H").

Teorema

| N

Existe un funtor
L : CGHD — CGPD

definido en objetos por L(H) = T (H) y en morfismos por L(f) = T(f).

\
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

El funtor F es adjunto por la izquierda del funtor L.
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

Los funtores F y L inducen una equivalencia entre CGPD y la subcategoria plena de
CGHD cuyos objetos son los cuasigrupos the Hopf débiles punteados y cosemisimples
sobre un cuerpo F.
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

Los funtores F y L inducen una equivalencia entre CGPD y la subcategoria plena de
CGHD cuyos objetos son los cuasigrupos the Hopf débiles punteados y cosemisimples
sobre un cuerpo F.

Corolario

| N

Si F es algebraicamente cerrado, los funtores F y L inducen una equivalencia entre
CGPD vy la subcategoria plena de CGHD cuyos objetos son los cuasigrupos de Hopf
débiles coconmutativos y cosemisimples.

A\
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

Los funtores F y L inducen una equivalencia entre CGPD y la subcategoria plena de
CGHD cuyos objetos son los cuasigrupos the Hopf débiles punteados y cosemisimples
sobre un cuerpo F.

| N

Corolario

Si F es algebraicamente cerrado, los funtores F y L inducen una equivalencia entre
CGPD vy la subcategoria plena de CGHD cuyos objetos son los cuasigrupos de Hopf
débiles coconmutativos y cosemisimples.

@ En el contexto asociativo (grupoides finitos), los resultados previos son justamente
los obtenidos en
G. B6hm, J. Gémez-Torrecillas, E. Lépez Centella, On the category of weak bialge-
bras, J. Algebra 399 (2014), 801-844.

para algebras de Hopf débiles.
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

La categoria de lazos con inversos es equivalente a la de cuasigrupos de Hopf punteados
cosemisimples sobre un cuerpo F.
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

La categoria de lazos con inversos es equivalente a la de cuasigrupos de Hopf punteados
cosemisimples sobre un cuerpo F.

Corolario

| A\

Si F es algebraicamente cerrado, la categoria de lazos con inversos es equivalente a
la subcategoria plena de la categoria de cuasigrupos de Hopf cuyos objetos son los
cuasigrupos de Hopf coconmutativos y cosemisimples.
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

La categoria de lazos con inversos es equivalente a la de cuasigrupos de Hopf punteados
cosemisimples sobre un cuerpo F.

Corolario

| A\

Si F es algebraicamente cerrado, la categoria de lazos con inversos es equivalente a
la subcategoria plena de la categoria de cuasigrupos de Hopf cuyos objetos son los
cuasigrupos de Hopf coconmutativos y cosemisimples.

Teorema

| \

La categoria de grupos es equivalente a la de algebras de de Hopf punteadas cosemi-
simples sobre un cuerpo F.

A\
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Caracterizacién en F-Vect

Teorema

La categoria de lazos con inversos es equivalente a la de cuasigrupos de Hopf punteados
cosemisimples sobre un cuerpo F.

Corolario

| A\

Si F es algebraicamente cerrado, la categoria de lazos con inversos es equivalente a
la subcategoria plena de la categoria de cuasigrupos de Hopf cuyos objetos son los
cuasigrupos de Hopf coconmutativos y cosemisimples.

Teorema

| \

La categoria de grupos es equivalente a la de algebras de de Hopf punteadas cosemi-
simples sobre un cuerpo F.

Corolario

| A

Si IF es algebraicamente cerrado, la categoria de grupos es equivalente a la subcatego-
ria plena de la categoria de algebras de Hopf cuyos objetos son las algebras de Hopf
coconmutativas y cosemisimples.

N
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