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Médulos de Hopf en diferentes contextos

En esta parte asumiremos que C es una categoria monoidal trenzada estricta con pro-
ducto tensor ®, objeto unidad K y trenza c. También supondremos que la categoria
tiene coigualadores y, por lo tanto, en C todo morfismo idempotente rompe.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definici

Sea A un algebra en C y M un objeto de la misma categoria. Diremos que M es un
A-médulo por la derecha si existe un morfismo

o M®RA— M

tal que:
dmo(M®na) =idu, ¢émo(M® dm) = éumo (M pa).

Un morfismo f : M — N en C entre A-médulos por la derecha es un morfismo de
A-médulos por la derecha si

fO¢M:¢NO(f®A)
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definici

Sea A un algebra en C y M un objeto de la misma categoria. Diremos que M es un
A-médulo por la derecha si existe un morfismo

o M®RA— M

tal que:
dmo(M®na) =idu, ¢émo(M® dm) = éumo (M pa).

Un morfismo f : M — N en C entre A-médulos por la derecha es un morfismo de
A-médulos por la derecha si

fO¢M:¢NO(f®A)

Con
MOdA

denotaremos la categoria de médulos por la derecha sobre A.

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débi Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definici

Sea C una coalgebra en Cy M un objeto de la misma categoria. Diremos que M es un
C-comédulo por la derecha si existe un morfismo

pM:MHM®C

tal que:
(M®ec)opum =idu, (pm® C)opy =(M®dc)o pum-

Un morfismo f : M — N en C entre C-comédulos por la derecha es un morfismo de
C-comédulos por la derecha si

(F® C)opym =pnof.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definici

Sea C una coalgebra en Cy M un objeto de la misma categoria. Diremos que M es un
C-comédulo por la derecha si existe un morfismo

pM:MHM®C

tal que:
(M®ec)opum =idu, (pm® C)opy =(M®dc)o pum-

Un morfismo f : M — N en C entre C-comédulos por la derecha es un morfismo de
C-comédulos por la derecha si

(f®C)opm =pnof.

Con
coMod ¢

denotaremos la categoria de comédulos por la derecha sobre C.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definicién
Supongamos que H es un algebra de Hopf. Sea M un H-médulo y H-comédulo por la

derecha con accién ¢p : M ® H — M y coaccién py : M — M ® H. Diremos que
(M, ¢pm, pm) es un H-médulo de Hopf por la derecha cuando

pm o dm = (oM @ pup) o (M ® cy,n ® H) o (pm @ O4).-

Un morfismo de médulos de Hopf es un morfismo de H-médulos y H-comédulos por la
derecha y la categoria que forman serd denotada por

HME.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Dado (M, ¢, pp) un H-médulo de Hopf por la derecha, el subobjeto de coinvariantes,
denotado por M©H  se define como la imagen del morfismo idempotente

am =dmo (M Ay)opy: M — M
y resulta ser el igualador de los morfismos py y M ® ny,
. PM
M
MeoH  —— M ~ M®H
M & ny

La construccién del subobjeto de coinvariantes da lugar a un funtor
G:HMf —C

llamado funtor de coinvariantes.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Si N es un objeto de C, entonces N ® H con la accién y la coaccién inducidas por el
producto y el coproducto

onoH = N ® pH, pngH = N ® oy

es un H-médulo de Hopf por la derecha. Esta construccién también es funtorial y, por
lo tanto, tenemos un funtor, llamado funtor de induccién,

F:C— HME.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Si N es un objeto de C, entonces N ® H con la accién y la coaccién inducidas por el
producto y el coproducto

onoH = N ® pH, pngH = N ® oy

es un H-médulo de Hopf por la derecha. Esta construccién también es funtorial y, por
lo tanto, tenemos un funtor, llamado funtor de induccién,

F:C— HME.

Teorema

Para toda algebra de Hopf H el funtor de induccién F es adjunto por la izquierda del
funtor de coinvariantes G. La unidad de la adjuncién esta dada por

uy : N = (N ® H)«H,

donde uy es el tnico morfismo tal que iygH © uy = N ® ny y la counidad por

vm M @ H — M, vy = dp o (iy @ H).
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un algebra de Hopf y (M, ¢p, ppr) un H-médulo de Hopf por la derecha,

v =MNMNQH M

es un isomorfismo en HMZ.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un algebra de Hopf y (M, ¢p, ppr) un H-médulo de Hopf por la derecha,

v =MNMNQH M
es un isomorfismo en HMZ.

R.G. Larson, M.E. Sweedler, An associative orthogonal bilinear form for Hopf
algebras, Am. J. Math. 91 (1969), 75-93. (C = F-Vect)
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un algebra de Hopf y (M, ¢p, ppr) un H-médulo de Hopf por la derecha,
v =MNMNQH M

es un isomorfismo en HMZ.

R.G. Larson, M.E. Sweedler, An associative orthogonal bilinear form for Hopf
algebras, Am. J. Math. 91 (1969), 75-93. (C = F-Vect)

Teorema

Si H es un algebra de Hopf, el par adjunto (F, G) es una equivalencia de categorias.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Para un algebra de Hopf débil H los médulos de Hopf se definen de la misma forma que
para un algebra de Hopf. J
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Para un algebra de Hopf débil H los médulos de Hopf se definen de la misma forma que
para un algebra de Hopf. J

Dado (N,vn) € Mody, con ny denotaremos el morfismo coigualador de iy ® H y
N ® @y donde
wH = pH o (iL ® H).

Yy ® H N
- N
N&H, ®H NeH — +» NowH
-
N ® ¢H
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Para todo (N, vy) € Mody, se tiene que
(nv ®@ H) o (Y ® 0n) = (ny ® H) o (N ® (6h © p1))
y, como consecuencia, existe un Gnico morfismo

Pr@y H N O H— (N®p H)© H

tal que
pN@HLH ony = (nN ® H) o (N ® 6H)

El objeto
(N ®n, H, PN®HLH)

es un H-comédulo por la derecha.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Por otro lado, supongamos que — ® H conserva coigualadores, entonces ya que
ny o (Y ® pr) = ny o (N ® (pH o (pH ® H)))
podemos asegurar que existe un Gnico morfismo
¢N®HLH (N®y, HH® H = N®y, H

tal que
¢N®HLH o (nN ® H) = ny o (N ® I-LH)

(N @, ©H, ¢ngyy, H)

es un H-médulo por la derecha.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Por otro lado, supongamos que — ® H conserva coigualadores, entonces ya que
ny o (Y ® pr) = ny o (N ® (pH o (pH ® H)))
podemos asegurar que existe un Gnico morfismo
¢N®HLH (N®y, HH® H = N®y, H

tal que
¢N®HLH o(ny®H)=nyo(N® un)

(N @, ©H, ¢ngyy, H)

es un H-médulo por la derecha.

Se tiene que (N ®H, ®H, ¢N®HL®H’ ¢N®HL®H) es un H-médulo de Hopf por la derecha

y esta construccién es funtorial. Al igual que en el caso de las algebras de Hopf tenemos
un funtor, llamado funtor de induccién,

F : Mody, — HM{].
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Dado (M, ¢p, pm) un H-médulo de Hopf por la derecha, el subobjeto de coinvariantes,
denotado por M, se define como la imagen del morfismo idempotente

au =¢mo(M®Ay)opy : M — M
y es el igualador de los morfismos py y (M ® I'ILH) o pm,
. 4%
im N
MeoH —» M > M® H
(M®NE) o pum

La construccién del subobjeto de coinvariantes es funtorial y tenemos un funtor, llamado

funtor de coinvariantes,
G : HM{] — Mody, .
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema

Para toda algebra de Hopf débil H tal que — ® H conserva coigualadores, el funtor de
induccién F es adjunto por la izquierda del funtor de coinvariantes G. La unidad de la
adjuncién esta dada por

uy : N — (N ®@p, H)®",
donde uyy es el anico morfismo tal que iN®HLH ouy =nyo(N®&ny)y la counidad por

vy : MeoH ®H, H — M donde vy es el Gnico morfismo tal que

VM O NpgcoH = ¢'M o (’M ® H)
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un algebra de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores y (M, ¢n1, pm)
un H-médulo de Hopf por la derecha, el morfismo

vy =M @y H— M

es un isomorfismo en HMﬂ.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un algebra de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores y (M, ¢n1, pm)
un H-médulo de Hopf por la derecha, el morfismo

vy =M @y H— M
es un isomorfismo en HMﬂ.

G. Bhom. F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and
C*-structure, J. Algebra 221 (1999), 385-438. (C = F-Vect)
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un algebra de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores y (M, ¢n1, pm)
un H-médulo de Hopf por la derecha, el morfismo

vy =M @y H— M

es un isomorfismo en HMﬂ.

G. Bhom. F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and
C*-structure, J. Algebra 221 (1999), 385-438. (C = F-Vect)

Teorema

| \

Si H es un algebra de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores, el par adjunto
(F, G) es una equivalencia de categorias.

N
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Diremos que (M, ¢, pr) es un H-médulo de Hopf por
la derecha si:

o (M, pym) es un H-comédulo por la derecha.

e ¢y o(MEny)=idy.

° pmo(pm@H)o(MRAy®H)o(M®dy) = M®ey = dmo(dm@An)o(M®dp).
° pp ooy = (¢m @ pp)o(M® cyp @ H) o (pm ® on)
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Diremos que (M, ¢, pr) es un H-médulo de Hopf por
la derecha si:

o (M, pym) es un H-comédulo por la derecha.

e ¢y o(MEny)=idy.

° pmo(pm@H)o(MRAy®H)o(M®dy) = M®ey = dmo(dm@An)o(M®dp).
° pp ooy = (¢m @ pp)o(M® cyp @ H) o (pm ® on)

Dado (M, ¢p, pm) un H-médulo de Hopf por la derecha, el subobjeto de coinvariantes,
denotado por M®H  se define como la imagen del morfismo idempotente

am =¢mo (M Ay)opy : M — M
y resulta ser el igualador de los morfismos py y M ® ny,
7 M
Im _
McaH - > M > M ® H
M ® nn
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Si (M, ¢, pm) es un H-médulo de Hopf y para M7 g H
definimos
¢MC°H®H = MCOH ® HH, pMcoH®H = MCOH ® JH

se tiene que (MM @ H, PpcoH @ 1 PMC°H®H) es un H-médulo de Hopf por la derecha y
v : M Q@ H — M, vy = ¢ o (im ® H))

es un isomorfismo de H-comédulos por la derecha.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Si (M, ¢, pm) es un H-médulo de Hopf y para M7 g H
definimos

¢MC°H®H = MCOH ® HH, pMcoH®H = MCOH ® 5H
se tiene que (MM @ H, PpcoH @ 1 pMC°H®H) es un H-médulo de Hopf por la derecha y
vm MM QH 5 M, vy = o (in Q@ H))

es un isomorfismo de H-comédulos por la derecha.

En las condiciones del resultado anterior, definiendo
DM =V 0 ppeotig 0 (V' ®H) : M@ H — M

se tiene que
S = dm o (am ® i) o (om @ H)

y (M, ¢VMM,pM) es un H-médulo de Hopf por la derecha que tiene asociado el mismo
idempotente gy vy, por lo tanto, el mismo objeto de coinvariantes M.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definici

Sea H un cuasigrupo de Hopf. La categoria de H-médulos de Hopf por la derecha
se define como aquella cuyos objetos son los H-médulos de Hopf por la derecha y
los morfismos f : (M, ém, pm) — (P, ¢p, pp) son morfismos f : M — P en C de
H-comédulos y tales que son cuasilineales, esto es,

fopi = ¢ o(f® H).

La categoria la denotaremos como es habitual por HME.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Definic

Sea H un cuasigrupo de Hopf. La categoria de H-médulos de Hopf por la derecha
se define como aquella cuyos objetos son los H-médulos de Hopf por la derecha y
los morfismos f : (M, ém, pm) — (P, ¢p, pp) son morfismos f : M — P en C de
H-comédulos y tales que son cuasilineales, esto es,

fopi = ¢ o(f® H).

La categoria la denotaremos como es habitual por HME.

Al igual que para un algebra de Hopf, tenemos un funtor de coinvariantes
G:HME — ¢,

y un funtor de induccién,
F:C— HME.
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema

Para todo cuasigrupo de Hopf H el funtor de induccién F es adjunto por la izquierda
del funtor de coinvariantes G. La unidad de la adjuncién esta dada por

uy s N — (N® H)H,

donde uy es el Gnico morfismo tal que iygH © uy = N ® ny y la counidad por

vm MM @ H — M, vy = dpo (i @ H).
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema

Para todo cuasigrupo de Hopf H el funtor de induccién F es adjunto por la izquierda
del funtor de coinvariantes G. La unidad de la adjuncién esta dada por

uy s N — (N® H)H,
donde uy es el Gnico morfismo tal que iygH © uy = N ® ny y la counidad por

vm MM @ H — M, vy = dpo (i @ H).

v
Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un cuasigrupo de Hopf y (M, ¢p, pm) un H-médulo de Hopf por la derecha,
vy = M1 @ H — M es un isomorfismo en HM;.

A\
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema

Para todo cuasigrupo de Hopf H el funtor de induccién F es adjunto por la izquierda
del funtor de coinvariantes G. La unidad de la adjuncién esta dada por

uy s N — (N® H)H,
donde uy es el Gnico morfismo tal que iygH © uy = N ® ny y la counidad por

vm MM @ H — M, vy = dpo (i @ H).

v
Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un cuasigrupo de Hopf y (M, ¢p, pm) un H-médulo de Hopf por la derecha,
vy = M1 @ H — M es un isomorfismo en HM;.

T. Brzezinski, Hopf modules and the fundamental theorem for Hopf
(co)quasigroups, Int. Electron. J. Algebra 8 (2010), 114-128. (C = F-Vect)
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Médulos de Hopf en diferentes contextos

Teorema

Para todo cuasigrupo de Hopf H el funtor de induccién F es adjunto por la izquierda
del funtor de coinvariantes G. La unidad de la adjuncién esta dada por

uy s N — (N® H)H,
donde uy es el Gnico morfismo tal que iygH © uy = N ® ny y la counidad por

vm MM @ H — M, vy = dpo (i @ H).

v
Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf

Si H es un cuasigrupo de Hopf y (M, ¢p, pm) un H-médulo de Hopf por la derecha,
vy = M1 @ H — M es un isomorfismo en HM;.

T. Brzezinski, Hopf modules and the fundamental theorem for Hopf
(co)quasigroups, Int. Electron. J. Algebra 8 (2010), 114-128. (C = F-Vect)

Teorema.

Si H es un cuasigrupo de Hopf, el par adjunto (F, G) es una equivalencia de categorias.
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Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (version débil)

© Modulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (version débil)
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Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (versién débil)

Definici

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y M un objeto de C. Diremos que (M, ¢p1, pm) es
un H-médulo de Hopf por la derecha si:

@ El par (M, pp) es un H-comédulo por la derecha.
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Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (versién débil)

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y M un objeto de C. Diremos que (M, ¢p1, pm) es
un H-médulo de Hopf por la derecha si:

@ El par (M, pp) es un H-comédulo por la derecha.

o El morfismo ¢y : M ® H — M cumple lo siguiente:

ém o (M@ ny) = idu.

ém 0 (pm ® An) 0 (M ® 61) = ¢m o (M ® Mp).

ém 0 (pm @ H) o (M@ Ay ® H) o (M ® dy) = ¢pm o (M @ ME).
dm o (pm ® H)o (M@ Mf, ® H) o (M ® dn) = du-

pm 0 oM = (dm ® pr) o (M ® cH,p ® H) o (pm ® OH)-
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Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (versién débil)

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y M un objeto de C. Diremos que (M, ¢p1, pm) es
un H-médulo de Hopf por la derecha si:
@ El par (M, pp) es un H-comédulo por la derecha.
o El morfismo ¢p : M@ H — M cumple lo siguiente:
ém o (M@ ny) = idu.
dm o (M @ An) o (M ® Su) = dm o (M @ M)
dmo (oM ® H) o (M @ Ay ® H) o (M ® d) = ¢m o (M @ NF).
dm o (ém ® H) o (MM & H) o (M ® 5y) = u-
pm 0 oM = (dm ® pr) o (M ® cH,p ® H) o (pm ® OH)-

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil (H, puy, dy) es un H-médulo de Hopf por la derecha.
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Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (versién débil)

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y M un objeto de C. Diremos que (M, ¢p1, pm) es
un H-médulo de Hopf por la derecha si:
@ El par (M, pp) es un H-comédulo por la derecha.
o El morfismo ¢p : M@ H — M cumple lo siguiente:
ém o (M@ ny) = idu.
dm o (M @ An) o (M ® Su) = dm o (M @ M)
dmo (oM ® H) o (M @ Ay ® H) o (M ® d) = ¢m o (M @ NF).
dm o (ém ® H) o (MM & H) o (M ® 5y) = u-
pm 0 oM = (dm ® pr) o (M ® cH,p ® H) o (pm ® OH)-

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil (H, puy, dy) es un H-médulo de Hopf por la derecha.

Teorema

Si (M, ¢m, pm) es un H-médulo de Hopf por la derecha se tiene que

dmo (M@NR) o py = idy.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (M, ¢p, pv) un H-médulo de Hopf por la
derecha. El endomorfismo gy := ¢y 0 (M @ Ay) o pp : M — M satisface la igualdad

pmogu = (M@)o pyoqu

y, como consecuencia, es idempotente. Es mas, si M (objeto de coinvariantes) es la
imagen de qp y py : M — M<H iy, - M©H 5 M los morfismos tales que gy = ipyopm
e idycon = pp © ip, S€ tiene que
. PM
im _
McoH P M

M®H

(M@)o pum

es un diagrama igualador.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (M, ¢u, pv) un H-médulo de Hopf por la
derecha. El endomorfismo

V= (pm @ H) o py oo (i @ H) : M @ H— M @ H
es idempotente y satisface las siguientes igualdades:
Vi = ((pm © ¢m) ® H) o (im ® h),

(M ®61) 0 Vi = (Vi ® H) o (M®" & dy),
V= (MM ® pup)o (Vo (M ®ny)) ® H).
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (M, ¢u, pv) un H-médulo de Hopf por la
derecha. El endomorfismo

V= (pm @ H) o py oo (i @ H) : M @ H— M @ H
es idempotente y satisface las siguientes igualdades:
Vi = ((pm © ¢m) ® H) o (im ® h),

(M ®61) 0 Vi = (Vi ® H) o (M®" & dy),
V= (MM ® pup)o (Vo (M ®ny)) ® H).

En las condiciones anteriores definimos los morfismos
. coH /. coH
wy M RQH M, wy:M—= M RQH

por wy = éum o (im ® H) y wy, = (pm ® H) o py. Entonces, wy o wy, = idy y
Vm = wy, 0 wy.
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Ademas el siguiente diagrama es conmutativo

M
%W‘
Vm

McoH QH > MecoH QH
pMCM AH@-/
McoH x H

donde M%H x H denota la imagen de V1 y ppjcorgys ipjeor gty 105 morfismos tales que
pMC°H®H (o] IMecoHoH = lndoHXH e IncoH @ H o pMCOH(g)H = VM.

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (versién débil)

) — / H H Z
Por lo tanto, el morfismo an = ppjeoti gy © W)y, €s un isomorfismo de H-comédulos por

la derecha con inverso a,\_/ll = WM O lppeo g - La estructura de comédulo de M x H
es la inducida por el isomorfismo ) y es igual a:

PpeoH s H = (PMcoH®H ® H) o (MCOH ® 5H) o iMCDH®H‘
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Por lo tanto, el morfismo ap = ppjcoti gy © Wy, €s un isomorfismo de H-comédulos por
la derecha con inverso a,\_/ll = WM O lppeo g - La estructura de comédulo de M x H
es la inducida por el isomorfismo ) y es igual a:

PpeoH s H = (pMcoH®H ® H) o (MCOH ® 5H) o iMCDH®H‘

Teorema

| \

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (M, ¢u, pv) un H-médulo de Hopf por la
derecha. Entonces (M x H, ¢ pjcoti o 115 Pppcoti s 11)» donde

Pjeot x 1 = Ppeoti g © (MM & puyy) o (ipeotigyr @ H),

es un H-médulo de Hopf por la derecha.
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Teorema

Sean H un cuasigrupo de Hopf débil y sean (M, ¢, pm), (N, ¢y, pn) H-médulos de
Hopf por la derecha. Si existe un isomorfismo de H-comédulos por la derecha

a:M— N,

se tiene que
(M, ¢y = a~to gy o (a® H), pm)

es un H-médulo de Hopf por la derecha.
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Teorema

Sean H un cuasigrupo de Hopf débil y sean (M, ¢, pm), (N, ¢y, pn) H-médulos de
Hopf por la derecha. Si existe un isomorfismo de H-comédulos por la derecha

a:M— N,

se tiene que
(M, ¢y = a~to gy o (a® H), pm)

es un H-médulo de Hopf por la derecha.

i Qué ocurre cuando aplicamos el resultado anterior al isomorfismo

QM = Ppeoig ow;\,, ‘M — Mt x H?
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil, sea (M, ¢p, pp) un H-médulo de Hopf por la
derecha y sea apy : M — MM x H el isomorfismo anterior. Entonces, (M, ¢74M,pM)
es un H-médulo de Hopf por la derecha con el mismo objeto de coinvariantes que
(M, dpm, pm)- Se tiene la identidad

o = dmo (am ® pr) o (pm @ H)

y gy = qu donde gy = ¢4 o (M ® Ay) o pm es el idempotente asociado a
(M, ¢, pmr). Ademas,

Vil =V : MM @H - MH @ H

y esto implica que, para (M, ¢‘;‘/’M,pM), el isomorfismo entre M y M x H es ay.
Finalmente, tenemos que

($50)m = 631"
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Sea H un cuasigrupo de Hopf débil, entonces (H, py, d) un H-médulo de Hopf por la
derecha y ¢ = iy ya que

ot = pr o (N ® pr) o (6 @ H) = py.
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Ejemplo

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil, entonces (H, py, d) un H-médulo de Hopf por la
derecha y ¢ = iy ya que

ot = pr o (N ® pr) o (6 @ H) = py.

| \

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (M, ¢y, ppr) un H-médulo de Hopf por la dere-
cha. Entonces, para el H-médulo de Hopf por la derecha (M<H x H, DrpcoH s 1> Ppecot x )

se cumple la identidad
A ppcoH s _
¢MC°H><H - ¢MC°H><H'

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (versién débil)

Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. La categoria de H-médulos de Hopf por la derecha
se define como aquella cuyos objetos son los H-médulos de Hopf por la derecha y
los morfismos f : (M, ¢um, pm) — (P, ép,pp) son morfismos f : M — P en C de
H-comédulos y tales que son cuasilineales, esto es,

fogpM = ¢pP o (f @ H).

La categoria la denotaremos como es habitual por HMﬁ.
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Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (versién débil)

Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. La categoria de H-médulos de Hopf por la derecha
se define como aquella cuyos objetos son los H-médulos de Hopf por la derecha y
los morfismos f : (M, ¢um, pm) — (P, ép,pp) son morfismos f : M — P en C de
H-comédulos y tales que son cuasilineales, esto es,

fogpM = ¢pP o (f @ H).

La categoria la denotaremos como es habitual por HMﬁ.

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf (version débil)

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y (M, ¢pr, pp) un objeto en HMZ. Se tiene que
(M, dm,pm) Yy (MM X H, b pjeot s 11 Ppeoti o ) SON isomorfos en HME .

J.N. Alonso Alvarez, J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, Strong
Hopf modules for weak Hopf quasigroups, Colloquium Mathematicum-WARSAW
148 No. 2 (2017), 231-246.

N
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© Modulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (version fuerte)
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Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Sea (N,y) un objeto en Mody, . Definimos el
objeto N ®p, H mediante el diagrama coigualador
vy @ H nn
N® H ®H NegH —— Ny H

_— >

N® oH
donde oy = py o (H® ip).
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Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Sea (N,y) un objeto en Mody, . Definimos el
objeto N ®p, H mediante el diagrama coigualador
Yy @ H nn
N® H ®H NegH —— Ny H

- -
N® oH
donde oy = py o (H® ip).

Para todo (N,n) € Mody, se tiene que
(ny ® H) o (¥n ® 6) = (ny @ H) o (N ® (31 © o1)).
Como consecuencia existe un dnico morfismo
PNy H N @ OH = (N @y, H) © H

tal que PNy, H O NN = (nv ® H) o (N ® 6H) y, por lo tanto, (N ®p, H, pN®HLH) es un
H-comédulo por la derecha.
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Por otro lado,
ny o (Yn ® pr) = ny o (N ® (pH o (pH ® H)))

y entonces, si el funtor — ® H conserva coigualadores, existe un Gnico morfismo
Ny H: (N®n H)@H — N®p, H

tal que

¢N®HLH o(ny ® H) = nyo(N® py).
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores. Existe un
funtor

F : Mody, — HMY,

llamado funtor de induccién, definido en los objetos como
F((N,¥n)) = (N @4, H, dnwyy, Hy NGy, H)

y en los morfismos por
F(f) =i ®HL H

donde f ®y, H es el tinico morfismo tal que np o (f ® H) = (f ®4, H) o ny.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Sea (M, ¢p1, pp) en HMZ. Entonces

ém o (im ® ) = dm o (im ® uy) o (Vi ® H).
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Sea (M, ¢p1, pp) en HMZ. Entonces

ém o (im ® pH) = dm o (im ® pr) o (Vi @ H).

Definicién

| \

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Con SHMZ denotaremos la subcategoria plena de
HMZ cuyos objetos son los H-médulos de Hopf por la derecha (M, ¢y, pv) tales que:

dmo((Pmo (M@ i) ® H) = dy o (M® (pn o (i ® H))).

Los objetos de SHMﬂ se denominaran H-médulos fuertes de Hopf por la derecha.

A\
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Sea (M, ¢p1, pp) en HMZ. Entonces

ém o (im ® pH) = dm o (im ® pr) o (Vi @ H).

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Con SHMZ denotaremos la subcategoria plena de
HMZ cuyos objetos son los H-médulos de Hopf por la derecha (M, ¢y, pv) tales que:

dmo((Pmo (M@ i) ® H) = dy o (M® (pn o (i ® H))).

Los objetos de SHMﬂ se denominaran H-médulos fuertes de Hopf por la derecha.

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores. El funtor de
induccién F : Mody, — HMZ se factoriza por SHMZ.

F : Mody, — SHMJ
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (M, ¢, pp) un objeto en SHMﬂ. Se tiene
que el par
(MM ppscor = pu o p 0 (i @ L))

es un H;-médulo por la derecha. Ademas, si g : M — T es un morfismo en SHMﬂ
existe un (nico morfismo de H;-médulos por la derecha g : Mt —, T<oH ta] que

irog® =goiy.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (M, ¢, pp) un objeto en SHMﬂ. Se tiene
que el par

(MM ppscor = pu o p 0 (i @ L))

es un H;-médulo por la derecha. Ademas, si g : M — T es un morfismo en SHMﬂ
existe un (nico morfismo de H;-médulos por la derecha g : Mt —, T<oH ta] que

irog® =goiy.

Teorema

| N

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Existe un funtor
G : SHMY — Mody, ,
llamado funtor de coinvariantes, definido para objetos como

G((M7 ¢M7 pM)) = (MCOH7 choH)

y para morfismos como G(g) = g<H.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores y sea
(M, ém, pm) perteneciente a SHMﬁ. Los objetos M<H ®H, Hy MeH » H son iso-
morfos como H-médulos de Hopf por la derecha. El isomorfismo

sm M @y H— M x H

es el Gnico morfismo tal que sy © Nyycot = Ppjeott g py-
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil tal que — ® H conserva coigualadores y sea
(M, ém, pm) perteneciente a SHMﬁ. Los objetos M<H ®u Hy MeH » H son iso-
morfos como H-médulos de Hopf por la derecha. El isomorfismo

sm M @y H— M x H

es el Gnico morfismo tal que sy © Nyycot = Ppjeott g py-

Teorema

Dado un cuasigrupo de Hopf débil H tal que — ® H conserva coigualadores, el funtor de
induccién F : Mody, — SHMZ es adjunto por la izquierda del funtor de coinvariantes

G: SHMZ — Mody, . La unidad de la adjuncién est4 dada por
uy : N — (N ®@p, H)®",

donde uyy es el anico morfismo tal que iN®HLH ouy =nyo(N®ny)y la counidad por

vy : Meot ®H, H — M donde vy es el Gnico morfismo tal que

Vpm © nMCOH = ¢M ] (IM ® H)

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débi Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles (version fuerte)

Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf (versién fuerte)

Si H es un cuasigrupo de Hopf débil tal que —® H conserva coigualadores y (M, ¢p1, o)
un H-médulo de Hopf fuerte por la derecha,

vy =M@y H— M

es un isomorfismo en SHMz y vy = cx&l o Sp.
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Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf (versién fuerte)

Si H es un cuasigrupo de Hopf débil tal que —® H conserva coigualadores y (M, ¢p1, o)
un H-médulo de Hopf fuerte por la derecha,

_ coH
v =M QH, H— M
es un isomorfismo en SHMz y vy = cx&l o Sp.

J.N. Alonso Alvarez, J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, Strong

Hopf modules for weak Hopf quasigroups, Colloquium Mathematicum-WARSAW
148 No. 2 (2017), 231-246.
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Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf (versién fuerte)

Si H es un cuasigrupo de Hopf débil tal que —® H conserva coigualadores y (M, ¢p1, o)
un H-médulo de Hopf fuerte por la derecha,

vy =M@y H— M

es un isomorfismo en SHMz y vy = cx&l o Sp.

J.N. Alonso Alvarez, J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, Strong
Hopf modules for weak Hopf quasigroups, Colloquium Mathematicum-WARSAW
148 No. 2 (2017), 231-246.

Teorema

| A

Si H es un cuasigrupo de Hopf débil tal que —® H conserva coigualadores, el par adjunto
(F,G) es una equivalencia de categorias entre Mody, y SHMZ.

A\
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Médulos Doi-Hopf

@ Modulos Doi-Hopf: Motivacién
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

MOTIVACION:

1) Sea FF un cuerpo y C=F-Vect. Sea H un algebra de Hopf en C and sea B un
H-comédulo algebra por la derecha (la coaccién es un morfismo de algebras) con
coaccién pg : B— B® H, pg(b) = b(O) ® b(l)

La nocién de (H, B)-médulo de Hopf (médulo Doi-Hopf) fue introducida por Y.
Doi en
Y. Doi, On the structure of relative Hopf modules, Comm. Algebra 11, (1983), 243-
255.
como una generalizacién de la nocién clasica de médulo de Hopf de la siguiente
manera: Sea M un B-médulo por la derecha tal que es también un H-comédulo
por la derecha. Si, para todos m € My b € B, escribimos m.b para la accién y
pm(m) = myg) ® myy para la coaccién, diremos que M es un (H, B)-médulo de
Hopf por la derecha si se cumple la igualdad

pu(m-b) = mio)-bo) ® my b

donde myy)b(1) es el producto en H de myy) y byy).
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

MOTIVACION:

1) Sea FF un cuerpo y C=F-Vect. Sea H un algebra de Hopf en C and sea B un
H-comédulo algebra por la derecha (la coaccién es un morfismo de algebras) con
coaccién pg : B— B® H, pg(b) = b(O) ® b(l)

La nocién de (H, B)-médulo de Hopf (médulo Doi-Hopf) fue introducida por Y.
Doi en
Y. Doi, On the structure of relative Hopf modules, Comm. Algebra 11, (1983), 243-
255.
como una generalizacién de la nocién clasica de médulo de Hopf de la siguiente
manera: Sea M un B-médulo por la derecha tal que es también un H-comédulo
por la derecha. Si, para todos m € My b € B, escribimos m.b para la accién y
pm(m) = myg) ® myy para la coaccién, diremos que M es un (H, B)-médulo de
Hopf por la derecha si se cumple la igualdad

pu(m-b) = mio)-bo) ® my b

donde myy)b(1) es el producto en H de myy) y byy).

Un morfismo entre dos (H, B)-médulos de Hopf es una aplicacién en C tal que
es B-lineal y H-colineal. Estos médulos de Hopf y sus morfismos constituyen una
categoria denotada por HM’;.
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Si existe un morfismo de H-comédulos h : H — B tal que es un morfismo de
algebras (i.e. h es una integral total multiplicativa), y

M = {me M| py(m) = m@ 14}, B ={be B|pp(b)= bo 1y}

son los subobjetos de invariantes, Me<H es un BH-médulo por la derecha. Usando
esta propiedad, Doi probé que para todo M € HMg

M~ MM @peon B

como (H, B)-médulos de Hopf.
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

Si existe un morfismo de H-comédulos h : H — B tal que es un morfismo de
algebras (i.e. h es una integral total multiplicativa), y

M = {me M| py(m) = m@ 14}, B ={be B|pp(b)= bo 1y}

son los subobjetos de invariantes, Me<H es un BH-médulo por la derecha. Usando
esta propiedad, Doi probé que para todo M € HMg

M~ MM @peon B

como (H, B)-médulos de Hopf.

En las condiciones previas también se puede demostrar que existen dos funtores
— . H _ coH . H
F=— ®geon B:Modgeon = HMg, G=() : HMg — Modgeon

tales que F 4 G. Ademas este par adjunto induce una equivalencia de categorias
entre HMY y Mod geot.
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

Si existe un morfismo de H-comédulos h : H — B tal que es un morfismo de
algebras (i.e. h es una integral total multiplicativa), y

M = {me M| py(m) = m@ 14}, B ={be B|pp(b)= bo 1y}

son los subobjetos de invariantes, Me<H es un BH-médulo por la derecha. Usando
esta propiedad, Doi probé que para todo M € HMg

M~ MM @peon B

como (H, B)-médulos de Hopf.

En las condiciones previas también se puede demostrar que existen dos funtores
— . H _ coH . H
F=— ®geon B:Modgeon = HMg, G=() : HMg — Modgeon

tales que F 4 G. Ademas este par adjunto induce una equivalencia de categorias
entre HMY y Mod geot.

Para B = H y h = idy Obtenemos los resultados probados por Larson y Sweedler
en:

R.G. Larson, M.E. Sweedler, An associative orthogonal bilinear form for Hopf algebras,
Amer. J. Math. 91 (1969), 75-93.
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

Si existe un morfismo de H-comédulos h : H — B tal que es un morfismo de
algebras (i.e. h es una integral total multiplicativa), y

M = {me M| py(m) = m@ 14}, B ={be B|pp(b)= bo 1y}

son los subobjetos de invariantes, Me<H es un BH-médulo por la derecha. Usando
esta propiedad, Doi probé que para todo M € HMg

M~ MM @peon B

como (H, B)-médulos de Hopf.

En las condiciones previas también se puede demostrar que existen dos funtores
F=— ®geon B: Modgeor — HME, G = ( )" : HM¥ — Mod geon
tales que F 4 G. Ademas este par adjunto induce una equivalencia de categorias

entre HMY y Mod geot.

Para B = H y h = idy Obtenemos los resultados probados por Larson y Sweedler
en:

R.G. Larson, M.E. Sweedler, An associative orthogonal bilinear form for Hopf algebras,
Amer. J. Math. 91 (1969), 75-93.

En este caso H°H = F, M ~ M®°H @ H en HMH, y HMZ =~ [F-Vect.
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2) Sea C = F-Vect. Sea H un éalgebra de Hopf débil en C, sea I_ILH :H — H el
morfismo idempotente codominio

H,L,,(h) = EH(l(O)h)1(1)7 lm(ﬂ,L,,) = HL

y sea B un H-comédulo algebra por la derecha con coaccién pg : B — B ® H.
Podemos definir las nociones de (H, B)-médulo de Hopf y de morfismo de (H, B)-
médulos de Hopf como en el caso de las algebras de Hopf. Estos objetos y sus
morfismos dan lugar a una categoria que denotaremos como HMg.
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

2) Sea C = F-Vect. Sea H un éalgebra de Hopf débil en C, sea I_ILH :H — H el

morfismo idempotente codominio
N(h) =en(loyh)la), Im(NE) = H;
y sea B un H-comédulo algebra por la derecha con coaccién pg : B — B ® H.
Podemos definir las nociones de (H, B)-médulo de Hopf y de morfismo de (H, B)-
médulos de Hopf como en el caso de las algebras de Hopf. Estos objetos y sus
morfismos dan lugar a una categoria que denotaremos como HMg.
En este contexto, para todo M € HM#H, el subobjeto de coinvariantes se define
como:
MCOH = {m eM ‘ pM(m) = m[o] ® H,L,,(m[ll)}
Por otro lado,
B = {be B| pg(b) = by ® Ni (b))}

y, como en el caso de las algebras de Hopf, M es un B°H-médulo por la derecha
si existe un morfismo de comédulos h: H — B que es de algebras (i.e., h es una
integral total multiplicativa).
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

2) Sea C = F-Vect. Sea H un éalgebra de Hopf débil en C, sea I_ILH :H — H el
morfismo idempotente codominio

H,L,,(h) = EH(l(O)h)1(1)7 lm(ﬂ,L,,) = HL

y sea B un H-comédulo algebra por la derecha con coaccién pg : B — B ® H.
Podemos definir las nociones de (H, B)-médulo de Hopf y de morfismo de (H, B)-
médulos de Hopf como en el caso de las algebras de Hopf. Estos objetos y sus
morfismos dan lugar a una categoria que denotaremos como HMg.
En este contexto, para todo M € HM#H, el subobjeto de coinvariantes se define
como:

M@t = {m e M | pm(m) = mpo) @ Nf(mp)}-
Por otro lado,

Bt = {b e B| pg(b) = by ® Mk (b))}

y, como en el caso de las algebras de Hopf, M es un B°H-médulo por la derecha
si existe un morfismo de comédulos h: H — B que es de algebras (i.e., h es una
integral total multiplicativa).
Usando estos hechos, Zhang y Zhu probaron en
o L. Zhang, S. Zhu, Fundamental theorems of weak Doi-Hopf modules and semisimple
weak smash product Hopf algebras, Comm. Algebra 32 (2004), 3403-3415.

que, para todo M € HMg,
M ~ M @ oo B
como (H, B)-médulos de Hopf.
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También existen dos funtores
F=— Qgen B:Modgeor — HME, G = ()" : HM¥ — Modgeon

tales que F 4 G. Es mas, como en el caso de las algebras de Hopf, el anterior par
adjunto induce una equivalencia de categorias entre HMg y Modgeon
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

También existen dos funtores
F=— Qgen B:Modgeor — HME, G = ()" : HM¥ — Modgeon
tales que F 4 G. Es mas, como en el caso de las algebras de Hopf, el anterior par

adjunto induce una equivalencia de categorias entre HMg y Modgeon

Si B=H y h = idy, obtenemos los resultados probados en

o G. Bohm, F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and C*-
structure, J. Algebra, 221 (1999), 385-438.
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

También existen dos funtores
F=— Qgen B:Modgeor — HME, G = ()" : HM¥ — Modgeon
tales que F 4 G. Es mas, como en el caso de las algebras de Hopf, el anterior par

adjunto induce una equivalencia de categorias entre HMg y Modgeon

Si B=H y h = idy, obtenemos los resultados probados en
o G. Bohm, F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and C*-
structure, J. Algebra, 221 (1999), 385-438.

En este caso H®H = H;, M ~ McH ®n, Hy HMﬂ ~ Mody, .
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

También existen dos funtores
F=— Qgen B:Modgeor — HME, G = ()" : HM¥ — Modgeon
tales que F 4 G. Es mas, como en el caso de las algebras de Hopf, el anterior par

adjunto induce una equivalencia de categorias entre HMg y Modgeon

Si B=H y h = idy, obtenemos los resultados probados en
o G. Bohm, F. Nill, K. Szlachanyi, Weak Hopf algebras, I. Integral theory and C*-
structure, J. Algebra, 221 (1999), 385-438.

En este caso H®H = H;, M ~ McH ®n, Hy HMﬂ ~ Mody, .

En resumen, teniendo en cuenta las estructuras asociativas y no asociativas tipo Hopf
manejadas en este curso, esto es lo que sabemos:
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Alg. Hopf Alg. Hopf débil Cuasigrupo Hopf Cuasigrupo Hopf débil
C = F-Vect C = F-Vect C = F-Vect C = Monoidal trenzada
+ coigualadores
h:H— Bitm h:H— Bitm
HME ~ Modgeon | HMY &~ Modgeon
1983 Doi 2004 Zhang + Zhu
B=H, h=idy B=H, h=idy — ® H c. coigualadores
HM! ~ C HMY ~ Mody, HMY ~ C SHM# ~ Mody,

1969 Larson
+ Sweedler

1999 Bohm + Nill
+ Szlachanyi

2010 Brzezinski

2016 Alonso + Fernandez
+ Gonzalez
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Médulos Doi-Hopf: Motivacién

Alg. Hopf

Alg. Hopf débil

Cuasigrupo Hopf

Cuasigrupo Hopf débil

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

— ® H c. coigual.
— ® B c. coigual.

h:H— B itm
HM# ~ Mod geon

1983 Doi

— ® H c. coigual.
— ® B c. coigual.
h:H— Bitm
HMY ~ Mod geon

2004 Zhang 4+ Zhu

C = Mon. trenzada

C = Mon. trenzada

B=H, h=idy
HME ~ C

1969 Larson
+ Sweedler

— ® H c. coigual.
B=H, h=idy
HMH ~ Mody,

1999 Bohm + Nill
+ Szlachanyi

HM! ~ C

2010 Brzezinski

— ® H c. coigual.
SHMY! ~ Mody,

2016 AFG
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea B un magma unitario cumpliendo que es un
H-comédulo por la derecha con coaccién pg : B — B ® H. Diremos que (B, pg) es un
H-comédulo magma por la derecha si ppgH o (pg ® pg) = pB © LB-
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea B un magma unitario cumpliendo que es un
H-comédulo por la derecha con coaccién pg : B — B ® H. Diremos que (B, pg) es un
H-comédulo magma por la derecha si ppgH o (pg ® pg) = pB © LB-

Teorema

| A\

Sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha. Las siguientes igualdades se cumplen
y son equivalentes:

(i) (pe ® H)opgong = (B® (unocyly) @ H) o ((ps 0 ng) ® (81 0 nm)).
()(PB®H)°PB°TIB:(B®MH®H)O((PBOWB)®(5H077H))-

(1) (B @) 0 ps = (ue ® H) o (B ® (o5 °15)),

(iv) (B@MNE)opg = ((u8oczp)®H)o(B® (pgons))

(v) (B®”H)0p30n5=pson5-

(vi) (B®N}) o ppons = psons.

A
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Nétese que, si H es un cuasigrupo de Hopf y B un magma unitario cumpliendo que es
un H-comédulo por la derecha con coaccién pg : B — B ® H, diremos que (B, pg)
H-comédulo magma por la derecha si cumple la condicién de la definicién anterior.
Entonces se tiene que

PBOMNB =1NH D NB-
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Nétese que, si H es un cuasigrupo de Hopf y B un magma unitario cumpliendo que es
un H-comédulo por la derecha con coaccién pg : B — B ® H, diremos que (B, pg)
H-comédulo magma por la derecha si cumple la condicién de la definicién anterior.
Entonces se tiene que

pPBONB =NH X NB-

| \

Ejemplo

Si H es un cuasigrupo de Hopf (débil), (H, dy) es un H-comédulo magma por la derecha.
Por otro lado, si H es conmutativo y C es simétrica,

(H, pror = (H ® Apy) 0 61)

es un H-comédulo magma por la derecha.
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Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.

Diremos que un morfismo
h:H— B

es una integral si es un morfismo de H-comodulos por la derecha. La integral se llamara
total si
hony =ns.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.

Diremos que un morfismo
h:H— B

es una integral si es un morfismo de H-comodulos por la derecha. La integral se llamara
total si
hony =ns.

Teorema

| N

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h: H — B una integral total. El endomorfismo

gg:=pgo(B®(hoAy))ops:B— B

satisface
peoqs = (B®MN)opsoaqs,

y, como consecuencia, gg es un morfismo idempotente.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h: H — B una integral total. Si B<H (subobjeto de coinvariantes) es la imagen
de ggy pg : B — B®H iz : B©" — B son los morfismo tales que gg = ig o pg y
idgeoH = pg © i, se tiene que

ig PB
BcoH _— B B® H,

(B@N})ops

es un diagrama igualador.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h: H — B una integral total. Si B<H (subobjeto de coinvariantes) es la imagen
de ggy pg : B — B®H iz : B©" — B son los morfismo tales que gg = ig o pg y
idgeoH = pg © i, se tiene que

ig PB
BcoH _— B B® H,

(B@N})ops

es un diagrama igualador.

Nétese que, bajo las condiciones del anterior resultado, el subobjeto de coinvariantes es
independiente de la integral total h ya que es el igualador de pg y (B ® I'I;'_,) 0 pB-
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ajo las condiciones anteriores, coH. wH) €S un magma unitario, donde
Bajo | d t BC"H,nB T g it dond
NgeoH : K — BcoH’ Wiyt ¢ BcoH ® BcoH s BcoH

son las factorizaciones a través de ig de los morfismos 75 y g o (ig ® ig), respectiva-
mente.
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ajo las condiciones anteriores, coH. wH) €S un magma unitario, donde
Bajo | d t BC"H,nB T g it dond
NgeoH : K — BcoH’ Wiyt ¢ BcoH ® BcoH s BcoH

son las factorizaciones a través de ig de los morfismos 75 y g o (ig ® ig), respectiva-

mente.
i

En lo que sigue, el subobjeto de coinvariantes B se llamara submagma de coinva-
riantes de B. Noétese que, si B = H, pg = 6y y h = idy, el submagma de coinvariantes
de H es HeH = H, y entonces, en este caso, es un algebra.
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ajo las condiciones anteriores, coH. wH) €S un magma unitario, donde
Bajo | d t BCOH,nB T g it dond
NgeoH : K — BcoH’ Wiyt ¢ BcoH ® BcoH s BcoH

son las factorizaciones a través de ig de los morfismos 75 y g o (ig ® ig), respectiva-
mente.

En lo que sigue, el subobjeto de coinvariantes B se llamara submagma de coinva-
riantes de B. Noétese que, si B = H, pg = 6y y h = idy, el submagma de coinvariantes
de H es HeH = H, y entonces, en este caso, es un algebra.

Por lo tanto, si se cumple la identidad
() weo((ueo(B®ig))®B)=pgo(B® (ks o (ip® B)))

el submagma de coinvariantes (BC"H,anH,pBwH) es un algebra.
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Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Diremos que h : H — B es un morfismo ancla si es una integral total multiplicativa (i.e.,
un morfismo de H-comédulos por la derecha que ademas es un morfismo de magmas
unitarios) cumpliendo las siguientes igualdades:

(i) 1.0 (15 © (B & 1) ® (ho Aw)) o (B® b) = g o (B® (ho M.
(i) pe o (e © (B® (hoAy))) @ h) o (B®dy) =g o (B® (hoNE)).
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Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Diremos que h : H — B es un morfismo ancla si es una integral total multiplicativa (i.e.,
un morfismo de H-comédulos por la derecha que ademas es un morfismo de magmas
unitarios) cumpliendo las siguientes igualdades:

(i) 1.0 (15 © (B & 1) ® (ho Aw)) o (B® b) = g o (B® (ho M.
(i) pe o (e © (B® (hoAy))) @ h) o (B®dy) =g o (B® (hoNE)).

Nétese que si el producto de B es asociativo, toda integral total multiplicativa h satisface
(i)-(ii) y, por lo tanto, es un morfismo ancla. J
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Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Diremos que h : H — B es un morfismo ancla si es una integral total multiplicativa (i.e.,
un morfismo de H-comédulos por la derecha que ademas es un morfismo de magmas
unitarios) cumpliendo las siguientes igualdades:

(i) 1.0 (15 © (B & 1) ® (ho Aw)) o (B® b) = g o (B® (ho M.
(i) pe o (e © (B® (hoAy))) @ h) o (B®dy) =g o (B® (hoNE)).

Nétese que si el producto de B es asociativo, toda integral total multiplicativa h satisface
(i)-(ii) y, por lo tanto, es un morfismo ancla. J

El morfismo idy es un morfismo ancla para el H-comédulo magma (H, dy). También,
si H es coconmutativo y C es simétrica, Ay es un morfismo ancla para

(HOP,pHop = (H ® )\H) o 6H)
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Si H es un cuasigrupo de Hopf, (i) y (ii) son
peo((pneo(B®h))®(hody))o(BRH) = BRey = pgo((reo(BR(hoAy)))®@h)o(B&d),

o, de forma equivalente, B es un H-comédulo magma por la derecha escindido (cleft)
en el sentido de la Definicién 3.1 de:
J.N. Alonso Alvarez, J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, C. So-
neira Calvo: Cleft comodules over Hopf quasigroups, Communications in Contem-
porary Mathematics 17 No. 6 (2015), 1550007.
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Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h : H — B un morfismo ancla y sea M un objeto en C. Diremos que (M, ¢p, pm)
es un (H, B, h)-médulo de Hopf fuerte si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) (M, pp) Es un H-comédulo por la derecha.

(2) El morfismo ¢p : M ® B — M satisface:
(2-1) ¢mo (M@ ng) = idu.
(2-2) ¢mo((¢m o (M ®ig)) ® B) = ¢m o (M ® (g o (ig ® B))).
(2-3) dm o ((dm o (M ® h)) ® (ho An)) o (M ® dun) = dm o (M ® (ho NE)).
(2-4) ¢m o ((dm o (M ® (ho An))) ® h) o (M ® dn) = ém o (M ® (ho M)).
(2-5) pm o oM = (M @ pH) o (M Q cH,8 @ H) o (pm ® pB)-

Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles Médulos de Hopf y cuasigrupos de Hopf débiles



Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Definicién

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h : H — B un morfismo ancla y sea M un objeto en C. Diremos que (M, ¢p, pm)
es un (H, B, h)-médulo de Hopf fuerte si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) (M, pp) Es un H-comédulo por la derecha.

(2) El morfismo ¢p : M ® B — M satisface:
(2-1) ¢mo (M@ ng) = idu.
(2-2) ¢mo((¢m o (M ®ig)) ® B) = ¢m o (M ® (g o (ig ® B))).
(2-3) dm o ((dm o (M ® h)) ® (ho An)) o (M ® dun) = dm o (M ® (ho NE)).
(2-4) ¢m o ((dm o (M ® (ho An))) ® h) o (M ® dn) = ém o (M ® (ho M)).
(2-5) pm o oM = (M @ pH) o (M Q cH,8 @ H) o (pm ® pB)-

Example

Por ejemplo, (H, pup, d1) es un (H, H, idy)-médulo de Hopf fuerte. También, si se cum-
ple la igualdad (%), (B, ug,pg) es un (H, B, h)-médulo de Hopf fuerte.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h : H — B un morfismo ancla y sea (M, ¢p, pm) un (H, B, h)-médulo de Hopf
fuerte. El endomorfismo gy := ¢y 0o (M ® (ho Ay)) o py : M — M satisface

pmoam = (M@)o py o qu,

y, como consecuencia, gy es idempotente. Es mas, si M (subobjeto de coinvariantes)
es la imagen de gy vy ppm : M — M@H i, M1 — M son los morfismos tales que
am = im o pm Y idyeon = P © iy, Se tiene que

im 4%
McoH _ > M

M® H,

(M@ Ng) o pum

es un diagrama igualador.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h : H — B un morfismo ancla y sea (M, ¢p1, pp) un (H, B, h)-médulo de Hopf
fuerte. El endomorfismo quy := ¢y 0 (M ® (hoAy)) o py : M — M satisface

—R
pmoqu = (M ®TMy) o pm o qu,

y, como consecuencia, g es idempotente. Es mas, si M (subobjeto de coinvariantes)
es la imagen de qu vy py : M — M<H i, M©H — M son los morfismos tales que
gm = imM o pm Y idyecon = P © iy, Se tiene que

im PM
McoH - 5 M o M ® H7

—R
(M®TMy)opm

es un diagrama igualador.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.

Sea h : H — B un morfismo ancla y sea (M, ¢p1, pp) un (H, B, h)-médulo de Hopf
fuerte. Se cumplen las siguientes igualdades:

pm © dum o (im @ B) = (pm ® H) o (im ® pB),
qm o o (im ® B) = ¢m o (im ® gB),

(gm ® H) 0 pm o dum 0 (im ® B) = ((¢m o (M ® gg)) ® H) o (im ® ps),
(pm ® H) o pp o ¢ o (im ® B) = ((pm 0 ¢m © (M ® qg)) ® H) o (im ® pg),
qm © ¢m o (im ® ig) = ¢m o (im ® ig),
pm © om0 (im ® B) = pm o dm o (im ® gB)-

dm o (qu ® h) o py = idy.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h : H — B un morfismo ancla. Si se cumple (%), para todo (H, B, h)-médulo de
Hopf fuerte (M, ¢, pmr) el subobjeto de coinvariantes M es un B<H-médulo por la
derecha donde

Bprcot = Pm © dm © (im ® ig)-
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h : H — B un morfismo ancla. Si se cumple (%), para todo (H, B, h)-médulo de
Hopf fuerte (M, ¢, pmr) el subobjeto de coinvariantes M es un B<H-médulo por la
derecha donde

Bprcot = Pm © dm © (im ® ig)-

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil y sea (B, pg) un H-comédulo magma por la derecha.
Sea h: H — B un morfismo ancla. Supongamos que se cumplen (%) y

(x,%) peo(ig®ug)=pso((uso(isg® B))® B).

Si los funtores — ® B and — ® H conservan coigualadores, para todo (H, B, h)-médulo
de Hopf fuerte (M, ¢n1, pm), el objeto de M ® gcon B, definido por el coigualador de

Ty = byt @ B, Ty =M @ (ug o (ig ® B)),

es un (H, B, h)-médulo de Hopf fuerte. Es mas, existe un isomorfismo de H-comédulos
por la derecha wy, entre M<oH ®peoH By M.
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El objeto McoH ®peon B se define usando el diagrama coigualador
1
T

McoH ® BcoH ® B McoH ® B

B ——

2
TM

NpjcoH

MCOH ®BcoH B,
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

El objeto McoH ®peon B se define usando el diagrama coigualador
1
T

McoH ® BcoH ® B McoH ® B

B ——

2
TM

NpjcoH

MCOH ®BcoH B,

® Pppeotg B M @ peort B® B — M @pcon B es el tinico morfismo tal que
geo

¢McoH®BCOHB o (nMcoH ® B) = NppcoH © (MCOH ® ug).
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

El objeto McoH ®peon B se define usando el diagrama coigualador
1
T
McoH ® BcoH ® B McoH ® B

B ——

2
TM

NpjcoH
MCOH ®BcoH B,

® Pppeotg B M @ peort B® B — M @pcon B es el tinico morfismo tal que
B
¢McoH®BC°HB o (nMcoH ® B) = NpycoH © (MCOH ® MB).
® PMeoHE o B MM R peor B — MM @ g B ® H es el tinico morfismo tal que

PMeHS oy B © Mot = (npgeott ® H) 0 (MM © ppg).
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

El objeto McoH ®peon B se define usando el diagrama coigualador
1
T
McoH ® BcoH ® B McoH ® B

B ——

2
TM

NpjcoH
MCOH ®BcoH B,

® Pppeotg B M @ peort B® B — M @pcon B es el tinico morfismo tal que
geol
¢McoH®BC°HB o (nMcoH ® B) = NpycoH © (MCOH ® MB).
® PpreoHy B MM R peor B — MM @ g B ® H es el tinico morfismo tal que
ool
H
PMeH@ o opy B © MMeoH = (npgeott ® H) 0 (M @ pg).

° wy : MeoH ®pgeoH B — M es el inico morfismo tal que
WM © Nypeott = dpg 0 (im @ B).

wp es un isomorfismo con inverso w,\j,l = Npyeott © (P ® h) 0 pr.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

A partir de este momento asumiremos que:

@ H es un cuasigrupo de Hopf débil en C y que (B, pg) es un H-comédulo magma
por la derecha.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

A partir de este momento asumiremos que:

@ H es un cuasigrupo de Hopf débil en C y que (B, pg) es un H-comédulo magma
por la derecha.

o — ® By — ® H conservan coigualadores.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

A partir de este momento asumiremos que:

@ H es un cuasigrupo de Hopf débil en C y que (B, pg) es un H-comédulo magma
por la derecha.
o — ® By — ® H conservan coigualadores.

@ h: H — B es un morfismo ancla.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

A partir de este momento asumiremos que:

@ H es un cuasigrupo de Hopf débil en C y que (B, pg) es un H-comédulo magma
por la derecha.

o — ® By — ® H conservan coigualadores.
@ h: H— B es un morfismo ancla.

@ Se cumplen las igualdades (x) y (*, *)
peo((ng o (B®ig)) ® B) = pgo(B® (us o (ig® B))),

pg o (is ® pg) = ps o ((us o (i ® B)) ® B).
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

A partir de este momento asumiremos que:

@ H es un cuasigrupo de Hopf débil en C y que (B, pg) es un H-comédulo magma
por la derecha.

o — ® By — ® H conservan coigualadores.
@ h: H— B es un morfismo ancla.

@ Se cumplen las igualdades (x) y (*, *)
peo((ng o (B®ig)) ® B) = pgo(B® (us o (ig® B))),
g o (ip ® pg) = pg o (15 ° (is ® B)) ® B).
J.N. Alonso Alvarez, J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez:

Fundamental theorems of Doi-Hopf modules in a non-associative setting, Bulletin
of the Malaysian Mathematical Sciences Society 42 (2019), 2701-2738.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Sean (P, ¢p, pp), (Q, ¢q, pq) dos (H, B, h)-médulos de Hopf fuertes. Si existe un iso-
morfismo de H-comédulos w : Q@ — P, el objeto

(P,¢ =wopgo(w ' ®B),pp),

llamado la w-deformacién de (P, ¢p, pp), es un (H, B, h)-médulo de Hopf fuerte.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Sean (P, ¢p, pp), (Q, ¢q, pq) dos (H, B, h)-médulos de Hopf fuertes. Si existe un iso-
morfismo de H-comédulos w : Q@ — P, el objeto

(P,¢ =wopgo(w ' ®B),pp),

llamado la w-deformacién de (P, ¢p, pp), es un (H, B, h)-médulo de Hopf fuerte.

Definicién

Se define la categoria de (H, B, h)-médulos de Hopf fuertes como aquella cuyos objetos
son los (H, B, h)-médulos de Hopf fuertes y cuyos morfismos f : M — N son morfismos
de H-comédulos por la derecha y cuasilineales, i.e.

G o (F@B) = fogu,

donde wy; : McoH ®pgeoH B = My wy : NeoH ®peot B — N son los isomorfismos de
H-comédulos obtenidos previamente. Esta categoria la denotaremos como

SHME (h).
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea (M, ¢m, pm) un objeto en SHMg(h). Sea wyy el isomorfismo de H-comédulos entre
Mt @peony B'y M. Se cumple que

o =m0 (am ® (ug o (h® B))) o (pm © B)

Y gu = qum, donde gyM = ¢M o (M ® (ho Ay)) o pu es el idempotente asociado a

(M, ¢>‘,’\J/,M,pM). Entonces, (M, d)“,\j,"”, pm) tiene el mismo subobjeto de coinvariantes que

(M. dm; pm).
Dado (M, ¢7\J/I’V’,pM), el isomorfismo asociado de H-comédulos entre McH ®pgeoH By
M es wyy, se cumple la igualdad

($5pm = 3.
Finalmente existe un funtor idempotente
D : SHME(h) — SHMH (h),
llamado el funtor de w-deformacién, definido en objetos por
D((M, ¢m, pm)) = (M, 4™, pm)

y en morfismos por la identidad.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea (M, ¢p, pm) un objeto en SHMg(h). Se cumplen las siguiente identidad:

o o (im ® B) = ¢p o (im @ B).
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea (M, ¢p, pm) un objeto en SHMg(h). Se cumplen las siguiente identidad:

(ﬁ‘,‘\j’M O(IM®B) :¢MO(Im®B)

Teorema

Para todo objeto (M, ¢um, pp) en SHMg(h), el (H, B, h)-médulo de Hopf

| N

coH
(M ®BcoH B, ¢MCOH®BCDHB,pMcoH®BCOHB)
es invariante (objeto fijo) para el funtor de w-deformacién, i.e.,

H
D((M*" ®geon B, ¢M‘°H®BCOHB’pMC°H®BcoHB))

_ coH
= (M°" ®gcon B,¢McoH®BCDHBvpMC"H®BcoH5)‘

N
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Teorema Fundamental de los Médulos Doi-Hopf

Sea (M, ¢, pi) un objeto en SHM (k). Entonces
M~ MM @ g B

en SHM#(h).
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Sea (N, ¢n) un objeto en Modgen y consideremos el siguiente diagrama

coigualador:
on® B -
N® B°" @B N® B N ®geoi B
S

N ® (ug o (ig ® B))
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Sea (N, ¢n) un objeto en Modgen y consideremos el siguiente diagrama
coigualador:
on® B

- 5 ny

N® B°H @ B N® B

B ——

N ® (ug o (ig ® B))

N ®BcoH B

Entonces,
(nnv ® B) o (én ® pg) = (ny ® B) o (N ® (pg o (15 © (ip ® B))))
y, como consecuencia, existe un Gnico morfismo

PN® geoti B * N ®peort B = N ®peont B® H

tal que
PN o8 © N = (nn ® B) o (N ® pp).
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Por otro lado, se tiene que
ny o (én ® pg) = ny o (N ® (ug o ((us o (is ® B)) ® B))),
y, usando que el funtor — ® B conserva coigualadores, existe un Gnico morfismo

NG geotiB * N ®peot B B = N Qpeori B

tal que
¢N®BCDHB o(ny ® B) =nyo(N® ug).

Es mas, se tiene que
(N @peot B, NG ooy Br PN® goors B)

es un (H, B, h)-médulo de Hopf fuerte.
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Médulos Doi-Hopf para cuasigrupos de Hopf débiles

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Existe un funtor F : Modgeon — SHME’(h), llamado
funtor de inducccién, definido en objetos por

F((N7 ¢N)) = (N ®BCOH B7¢N®BCDHB’ pN®BmHB)

y en morfismos por F(f) = f Qgeon B
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Existe un funtor F : Modgeon — SHME’(h), llamado
funtor de inducccién, definido en objetos por

F((N7 ¢N)) = (N ®BCOH B7¢N®BCDHB’ pN®BmHB)

y en morfismos por F(f) = f Qgeon B

Teorema

| A

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Existe un funtor G : SHMg(h) — ModgeoH, llamado
funtor de coinvariantes, definido en objetos por

G((M, ém, pm)) = (M, ¢ ppeom)

coH

y en morfismos por G(g) = g
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Existe un funtor F : Modgeon — SHME’(h), llamado
funtor de inducccién, definido en objetos por

F((N7 ¢N)) = (N ®BCOH B,¢N®BCDHB7PN®BCGHB)

y en morfismos por F(f) = f Qgeon B

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. Existe un funtor G : SHMg(h) — ModgeoH, llamado
funtor de coinvariantes, definido en objetos por

G((M, ém, pm)) = (M, ¢ ppeom)

y en morfismos por G(g) = g<°H.

Teorema

| N

Sea H un cuasigrupo de Hopf débil. El funtor F es adjunto por la izquierda de G. Ademas
este par adjunto induce una equivalencia de categorias entre SHMg(h) y ModgeoH -
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Existe un funtor F : Modgeon — SHMg(h), llamado
funtor de inducccién, definido en objetos por

F((N7 ¢N)) = (N ®BCOH B7¢N®BCDHB’ pN®BmHB)

y en morfismos por F(f) = f Qgeon B
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Existe un funtor F : Modgeon — SHMg(h), llamado
funtor de inducccién, definido en objetos por

F((N7 ¢N)) = (N ®BCOH B7¢N®BCDHB’ pN®BmHB)

y en morfismos por F(f) = f Qgeon B

Teorema

| A

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Existe un funtor G : SHME’(h) — Modgeon, llamado
funtor de coinvariantes, definido en objetos por

G((M, ém, pm)) = (M, ¢ ppeom)

y en morfismos por G(g) = g<°H.
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Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Existe un funtor F : Modgeon — SHMg(h), llamado
funtor de inducccién, definido en objetos por

F((N7 ¢N)) = (N ®BCOH B,¢N®BCDHB7PN®BCGHB)

y en morfismos por F(f) = f Qgeon B

Teorema

Sea H un cuasigrupo de Hopf. Existe un funtor G : SHME’(h) — Modgeon, llamado
funtor de coinvariantes, definido en objetos por

G((M, ém, pm)) = (M, ¢ ppeom)

y en morfismos por G(g) = g<°H.

Teorema

| N

Sea H un cuasigrupo de Hopf. El funtor F es adjunto por la izquierda de G. Ademas
este par adjunto induce una equivalencia de categorias entre SHMg(h) y ModgeoH -
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Alg. Hopf

Alg. Hopf débil

Cuasigrupo Hopf

Cuasigrupo Hopf débil

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

C = Mon. trenzada

+ coigualadores

— ® H c. coigual. — ® H c. coigual. — ® H c. coigual. — ® H c. coigual.
— ® B c. coigual. — ® B c. coigual. — ® B c. coigual. — ® B c. coigual.
h:H— B itm h:H— Bitm h: H — B ancla h:H — B ancla
() + (x%) () + (%)
HME ~ Modgeor | HME ~ Modgen | HM¥ ~ Modgeon SHMY ~ Mod geot
1983 Doi 2004 Zhang + Zhu 2019 AFG 2019 AFG
C = Mon. trenzada Mon. trenzada
— ® H c. coigual. — ® H c. coigual.
B=H, h=idy B=H, h=idy B=H, h=idy B=H, h=idy
HMH ~ C HMH ~ Mody, HM! =~ C SHM ~ Mody,

1969 Larson
+ Sweedler

1999 Bohm + Nill
+ Szlachanyi

2010 Brzezinski

2016 AFG
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C = R-Mod con R un anillo conmutativo:

Cuasigrupo Hopf débil

HME ~ Mod geon

HME ~ Mod geon

HME ~ Mod geon

Alg. Hopf Alg. Hopf débil Cuasigrupo Hopf
h:H— Bitm h:H— Bitm h:H — B ancla h:H — B ancla
() + (%) () + (%, %)

SHME = Mod geon

B=H, h=idy

HM! ~ C

B=H, h=idy

HM# ~ Mody,

B=H, h=idy

HM! ~ C

B=H, h=idy

SHM ~ Mody,
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